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Aufgabe 1. Tragheitsmomente
Berechnen Sie die Trigheitsmomente von:

(a) Einer Vollkugel
(b) Einer Hohlkugel

in Abhéngigkeit von der Masse M und des Radius R (Bei der Hohlkugel ist R, der Innenradius
und R, der Auflenradius).

(c¢) Eines Stabes der Lange L >> Durchmesser d, der um eine senkrechte Achse am Ende
des Stabes rotiert

Die Dichten sind alle homogen.

3
Hinweis: Es gilt [ sin®(0)d0 = %(9) — cos(6).
Beachten Sie bei Teilaufgabe (c) den Satz von Steiner.

Losung 1.
(a) Wir berechnen das Tragheitsmoment in Kugelkoordinaten:

sin(f) cos(p)
r e [0, R 6 €0, v € [0, 27] F=r- ( sin(6) s(lr;(go) )
cos(6

Der Abstand der Drehachse wird nur durch die z- und y-Komponente bestimmt. Es ist

also:

2

=13 41 =1r?sin?(0) - (sin®(p) + cos?(¢)) = r*sin’(f)



Das Volumenelement fiir Kugelkoordinaten ist dV = r? sin(6)drdfde.
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(b) Hohlkugel:
I= /rip(?)dv
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(c) Stab:
Zuerst I im Schwerpunkt bestimmen:
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Nun 7 von Achse am Ende des Stabes bestimmen mit dem Satz von Steiner. Die Achse
am Ende des Stabes ist % vom Schwerpunkt des Stabes entfernt.
1 1

)2 = Loz are = Ly
12 4 3

L

Iy =1Is+M(3



Aufgabe 2. Drehmoment

(a) Eine Schraube soll mit einem Hebel gedreht werden. Die anliegende Kraft variiert in
ihrer Grofle und ihrem Winkel, die Lange des Hebels ist auch unterschiedlich. Berechnen
Sie fiir die folgenden 4 Varianten das Drehmoment.

Yy =1m o, =90° F; =10N
Yo =0bm a, =120° F, =8N
y3=1,1m a3 =060° F;=15N
Yy, =2m oy =220° F,=2N

(b) Wir mochten nach dieser anstrengenden Aufgabe nun ein Kaltgetrank 6ffnen was mit
einem Kronkorken verschlossen ist. Am Rand des Kronkorkens muss eine Kraft von
Frasene = 1000N aufgebracht werden, um die Flasche zu 6ffnen. Dazu benutzen wir
erst einen Zollstock der Linge d, = 20 cm. Die Flasche wird mit einer Hand umfasst.
Der Zollstock wird iiber einen Finger gehebelt, welcher r = 1,5 cm vom Angriffspunkt
am Kronkorken entfernt ist.

Berechnen Sie die benétigte Kraft, die am Ende des Zollstocks aufgebracht werden muss.
Welche Kraft muss durch den Finger als Hebelpunkt aufgebracht werden, sodass der
Punkt sich nicht bewegt ?

Berechnen Sie beides noch einmal fiir ein Feuerzeug der Lange d = 7 cm.

F!"lftsche FFiuger

FHana




Losung 2.

(a) Das Drehmoment berechnet sich aus dem Kreuzprodukt zwischen Abstand 7 und der

Kraft F. Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass 7 genau auf der y-Achse liegt.
Dann ist F, = F' - cos(a — 90°) und Fy = F - sin(a—90°).

=7 X

F - cos(a — 90°)
( ) ( F - sin(a —90°) )
0

= —ysin(a

Wir koénnen jetzt die verschiedenen Konfigurationen durchrechnen:
M, = —1msin(90°) - 1
My~ —346Nm- €,
M;~ —143Nm-é€,
M,~257TNm-é€,

ON-¢,=—10Nm-é,

Anzumerken: M, My, My drehen rechts herum, M, in die andere Richtung, daher auch
kein negatives Ergebnis.

Zunéchst berechnen wir die Kraft, die am Ende des Zollstocks aufgebracht werden muss.
Dafiir mussen die Drehmomente im Drehpunkt (Finger) exakt gleich grof§ sein.

!
FFlasche = FHand ’ (dz - T)
T
FHand = FFlasche : d
z—'l"

— 000N —2M 1N
20cm — 1,5cm
Wir kénnen nun die Kraft berechnen, die durch den Hebel auf den Hebelpunkt (Fin-
ger) ausgewirkt wird. Dabei generiert der Finger eine Kraft, sodass das Drehmoment
entgegengesetzt gleich dem Drehmoment der Hand ist.

FHand : dz = _FFinger T
dz

FFinger = _FHand : ?
=_F r dz

Flasche dz —

d

z

_F _z
Flasche
d,—r

20 cm
=—1000N————— ~ —1081N
000 20cm — 1,5cm 08

Dieselben Berecchnungen kénnen wir jetzt auch fiir ein Feuerzeug durchfithren mit
dF — 7 cim.



Aufgabe 3. Drehimpuls

(a) Eine Punktmasse der Masse m = 10kg befindet sich auf einer Kreisbahn um eine feste
Drehachse. Sie rotiert mit einer Drehzahl von 20 Umdrehungen pro Sekunde.
Berechnen Sie den Drehimpuls der Punktmasse.

(b) Beachten Sie, dass der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofe ist.
Ein Stern habe den Radius von 700000 km und rotiert in 27 Tagen einmal um sich selbst.
Am Ende seines Lebenszyklus schrumpft er zu einem sogenannten ,,weiflen Zwerg® mit
einem Radius von 7000 km. Wie grof ist nun die Rotationsdauer, wenn man annimmt,
dass der Schrumpfungsprozess ohne Masseverlust ablauft 7
Das Tragheitsmoment einer Vollkugel ist [ = %M R?

(c) Berechnen Sie jeweils den Drehimpuls um den Koordinatenursprung fiir die folgenden
Ortsvektoren und Impulse:

(i)

(i)

(iii)

Losung 3.

(a)

= 4007712

L:I'w:mTQw:mrQ%Tl' 20

s
Mit 7 = 1 m (war nicht in der Aufgabe gegeben):

L = 4007 - > = 4007 - (1m)? = 1,3kJ s

Mit r = 2m wére der Drehimpuls 4-mal so grofi wie zuvor.

(b)

LT w=Tl 2E_ 2,227
T 5 T
2 2
r r
L1:L2:>2mrf2—7r:g r§2—7r:>—1——2
5 T, 5 T, T, T,
2
5 ]
T, = = - T} ~ 3.88min
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Aufgabe 4. Rotationsenergie

Berechnen Sie fiir die in Abbildung 1 gezeigte Vollkugel die Translationsgeschwindigkeit des
Schwerpunkts v, am Ende der Steigung und die Translationsbeschleunigung des Schwer-
punkts. Was passiert, wenn zwei Vollkugeln mit gleicher Masse m, aber unterschiedlichen
Radien r und R gleichzeitig die Steigung herunter rollen ? (Sei r < R)

O
Abbildung 1: Eine Vollkugel rollt eine Steigung herunter.

Losung 4.

Die Vollkugel auf der Steigung fiihrt gleichzeitig eine Rotations- und Translationsbewegung
aus. Die komplexe Bewegung lésst sich einfach durch eine Kombination aus Rotation und
Translation in Bezug zum Schwerpunkt des starren Objekts ausdriicken, wenn die Kugel
kein bisschen rutscht (also reines Rollen vorliegt). Unter Vernachlassigung von Rollreibung
kann man Energieerhaltung benutzten um das Problem zu 16sen. Die Kugel startet aus der
Ruhe und rollt auf das null Level der potentiellen Energie:

1 1
0+ Mgh = Slepe? + 5 Mgy, +0

Auf der rechten Seite der Gl. (2), definiert der erste Term die Rotationsenergie der Kugel
fiir reines Rollen wéihrend der zweite Term die kinetische Energie des Schwerpunkt aufgrund
der Translation ist. Benutzt man v, ,; = wR fiir die Rollbewegung, ist die Endtranslations-

geschwindigkeit:
2MghR?
Voy =\ ——
oM Iop + MR?



durch einsetzen erhalt man:

10
Vom = 79h

Die Kugel bewegt sich nur aufgrund der Gravitstionskraft die Steigung herunter, also mit
einer gleichméfig beschleunigten linearen Bewegung. Platziert man die xzy-Ebene auf den
Schwerpunkt der Kugel oben auf der Steigung und wendet die Bewegungsgleichungen an

erhalt man: )

x = —at?
2
Die Zeit t, wenn die Kugel das untere Ende erreicht wird mittels ¢ = UCTM berechnet, dabei
h

ist x die Lénge der Steigung. Es gilt sin(a) = =

i
(57 T D=
_ gsin(a)
=
STy

Beachten Sie, dass die Geschwindigkeit und Beschleunigung nicht von der Masse und des
Radius der Kugel abhéngt. Somit erfahren alle Vollkugeln die gleiche Geschwindigkeit und
Beschleunigung auf einer gegebenen Steigung !

(a) Wenn das Objekts nicht rotiert ist sein Trégheitsmoment null und man erhélt:

Vo = V 2g9h

Auf einer reibungsfreien Fliche wiirde ein nicht rotierendes Objekt (z.B. eine Box) vor
der Kugel ankommen!

(b) Wie vorhin bemerkt hingt die Endgeschwindigkeit nicht von der Masse der Vollkugel
ab: Beide Vollkugeln wiirden zur gleichen Zeit ankommen.



