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Aufgabe 1. Flastizitdt

Der Elastizitdtsmodul FE fiir einen Stab soll durch einen Zugversuch ermittelt werden. Hierzu
wird ein Rundstab mit einem Durchmesser von d = 10mm und einer Anfangsmesslénge
lo = 50 mm verwendet. Auf der geradlinig verlaufenden Stabachse wirkt eine Kraft F* = 10kN.
Diese Kraft F fiihrt dazu, dass der Stab sich um Al = 0,5 mm verldngert.

(a) Wie gro8 ist die Zugspannung o 7
(b) Wie grof ist die elastische Dehnung € ?
(c) Welchen Wert besitzt der Elastizitatsmodul E ?

Hinweis: Die Zugspannung o ist gleich %. Die elastische Dehnung € ist gleich dem Verhéltnis

von %. Somit gilt laut der Vorlesung;:
0

Losung 1.

(a) Berechnung der Zugspannung o = Ai.

Die Querschnittsfliche A, bei einem f{undstab ist kreisformig und wird berechnet durch:

Ag=12 7= (5)2.7r = (5mm)? - 7 = 78,54 mm?

Die Kraft F'ist in kN angegeben und wird umgerechnet in N:

F =10kN =10000N

Die Berechnung der Zugspannung erfolgt dann mit:

o= 127,32 N/mm?
Ag
(b) Berechnung der Dehnung
e AL_0Omm g0y
ly 50 mm



(c) Berechnung des Elastizitatsmoduls:

F.l
E=2 0
€

= =12732.37TN 2
A, - Al S7N/mm

Aufgabe 2. Harmonische Schwingung eines Federpendels

Ein Federpendel schwingt entlang der y-Richtung. Die Position wird dabei durch die Gleichung
y(t) = A - sin(wt) beschrieben. Dabei ist A die Amplitude, also die maximale Auslenkung
des Pendels, und w = 2?” die Kreisfrequenz mit der Periodendauer T. Die Periodendauer T'
ist die Zeit, die das Pendel fiir eine volle Schwingung benétigt, also bis der Pendelkorper aus
der Auslenkung die Ruhelage zum zweiten Mal durchquert. Im Folgenden sei T = 0,6 s und
A =10cm. Zum Zeitpunkt t = 0s befinde sich das Pendel in der Ruhelage y = 0 cm.

(a) Wo befindet sich der Pendelkorper nach einer Sekunde ?

(b) Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich der Pendelkorper in der Ruhelage 7 Was
zeichnet diese Geschwindigkeit aus 7

(¢c) Wo wird der Pendelkorper am starksten beschleunigt ?

y()

Zeit

Abbildung 1: https://www.youtube.com/watch?v=JGY8HytPEGCM

Losung 2.

Mit den Werten aus der Aufgabenstellung erhélt man fiir die Auslenkung:
y(t) = 10cm sin(2—7rt)
0.6s

Auflerdem gilt allgemein:

y(t) = Asin(wt)
dy

t) = —
u(t) = -
_ 2
dt?

= wA cos(wt)

a(t)

= —w?Asin(wt) = —w?y(t)



(a) Die Position des Pendelkérpers nach einer Sekunde erhélt man durch einsetzen:

y(ls) =10 cmsin(2—7rl s) = —8,66 cm
0.6s
(b) In der Ruhelage erreicht der Pendelkérper seine maximale Geschwindigkeit. Formal sieht
man dies, wenn man in der Gleichung fiir die Geschwindigkeit fiir ¢ ganze Vielfache
der Periodendauer T einsetzt, denn genau dann befindet sich der Probekorper in der
Ruhelage und das Argument im Kosinus ist ein Vielfaches von 27. Fiir alle ganzzahligen
Vielfache von 27 ist der Kosinus aber immer eins. Damit gilt:

Uppaz = WA = 1,047 =
S

(c) Die Beschleunigung a wird maximal, wenn die Ableitung verschwindet:
C;—;L = —w3 A cos(wt) <0
Nur der Kosinus kann verschwinden. Das ist genau dass der Fall, wenn das Argument
ein ungerades halbzahliges Vielfaches von 7 also j;g, i%”, ... ist. An diesen Werten ist
der Sinus immer betraglich gleich 1. Dann ist y(¢) = A - 1, also maximal. Dies bedeutet,
dass die maximale Beschleunigung an den Umkehrpunkten herrscht.

Aufgabe 3. Gekoppelte Schwingung

Betrachten Sie ein System von zwei miteinander gekoppelten Massen m; = m, = m, die
jeweils mit einer Feder an eine Wand (Federkonstante D; = D, = D) und miteinander iiber
eine Feder mit Federkonstante D, gekoppelt sind (sieche Abbildung 1).

(a) Stellen Sie eine Bewegungsgleichung fiir beide Massen aulf.

(b) Finden Sie eine geeignete Transformation der Koordinaten, um die voneinander abhén-
gigen Variablen z; und z, zu entkoppeln.

(c) Losen Sie nun die Gleichungen.
(d) Transformieren Sie das Ergebnis nun wieder zu den Anfangsvariablen um.

(¢) Bestimmen Sie nun die halbe Schwebungsperiode 7 = < und betrachten Sie die zwei
Spezialfille (beide Systeme Schwingen in Phase und gegenphasig).

Die halbe Schwebungsperiode gibt die Zeit an, in der die Schwingungsenergie vom ersten auf
das zweite Pendel und wieder zuriick tbertragen wird. Die halbe Schwebungsperiode ist also
die Zeit zwischen zwei Stillstinden eines Pendels.

Abbildung 2: Zwei gekoppelte Federpendel



Losung 3.

Sind zwei Massenpunkte m; bzw m, durch Federn mit den Riickstellkonstanten D; bzw.
D, an ihre Ruhelagen z; = 0 bzw z, = 0 gebunden und auflerdem durch eine Feder mit der
Federkonstanten D;, miteinander verbunden, so wird die Ausdehnung der mittleren Feder
von den jeweiligen Positionen z,; beider Massen abhéngen. Deshalb héngt auch die Kraft auf
jede Masse nicht nur von ihrer eigenen Position, sondern auch von der der anderen Masse
ab. Die beiden schwingenden Systeme sind also miteinander gekoppelt.

(a) Die Bewegungsgleichungen lauten:
my &y = =Dz — Dys(zy — 25)
MyZy = —Dyy — Dyy(zy — 21)

wobei z; und z, die Auslenkungen aus den jeweiligen Ruhelagen bedeuten. Die Glei-
chungen stellen ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem dar, weil jede der beiden
Gleichungen beide Variablen z; und x, enthilt.

(b) Durch eine geeignete Variablensubstitution gelingt es oft, gekoppelte DGLs zu entkoppeln.
Wenn man nun beide Gleichungen miteinander addiert oder subtrahiert, erhdlt man die
Gleichungen:

m(iy +@y) = —D(xy + z4)
m(%y —dy) = —D(x; — 13) — 2D15(7 — 75)

Man wahle also die neuen Koordinaten so:

&= (T +29)

Somit hat man zwei voneinander unabhéangige DGLs:
m-&t=—D- &t
m-& =—(D+2Dy)- &
(c¢) Die allgemeine Losung dieser Gleichungen ist:
£7(t) = Ay - cos(wit + 1)
£ () = Ay - cos(wyt + @)
mit w? = D/m und w3 = (D +2D,,)/m

(d) Fiir gleiche Amplituden A; = A, = A lassen sich durch Riicktransformation auf die
z-Koordinaten z,,z, die Schwingungen der Massenpunkte im z-Raum darstellen als:
2y = (£ + &) = Alcos(wit + 1) + cos(wyt + )]
=2A- cos (wl ;wzt—l— Ll 7802) - cos (wl +w2t+ il +<,02>

2 2 2
Lo = <§+ — &) = Alcos(wyt + 1) — cos(wat + )]

W] —w — wy +w +
:—2A-sin( Ly A (p2>'sin< e PR %)
2 2 2 2




(e) Die halbe Schwebungsperiode ist gegeben durch:

T 27
T = — = =

2
2 wy—w ( \/WDH _ \/E )
Man betrachte nun beide Spezialfille:
(i) In Phase:

§ =0, P =P = und A=A,
= x,(t) = x25(t) = T(t) = A, cos(wyt + @)

(ii) gegenphasig, d.h. x; = —x,:

=0, P =g = und Ay =—4,
= x,(t) = —5(t) = € (t) = A, - cos(wqt + )



