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1 Literatur und Si
herheits�bel

1.1 Literatur

Na
hfolgende Liste enthält als erste Kategorie die Standardwerke der Experimentalphysik. Die

zweite Kategorie erweitert den Horizont in theoretis
her und/oder praktis
her Hinsi
ht. Da-

gegen enthält die dritte Kategorie spezi�s
he Bü
her zum Thema �Physikalis
hes Praktikum�,

die dem Leser grundlegende Experimentierte
hniken vermitteln.

Literaturvors
hläge sind immer nur Anhaltspunkte, es gibt ni
ht das Physikbu
h. Letztendli
h

bleibt die Wahl der Literatur au
h immer dem persönli
hen Ges
hma
k des Lesers vorbehalten.

Bü
her zur Experimentalphysik:

Halliday, Resni
k Halliday Physik

Alonso-Finn Physik

Bergmann-S
häfer Experimentalphysik (Bd. 1-5)

Gerthsen-Kneser Physik

Tipler Physik

Pohl Einführung in die Physik (Bd. 1-3)

Brandt-Dahmen Me
hanik: Eine Einführung in Experiment und Theorie

Weiterführende Literatur:

D'Ans-Lax Das �Ko
hbu
h� des Ingenieurs

Mein
ke-Grundla
h Das �Ko
hbu
h� des Elektronik-Ingenieurs

Kohlraus
h Praktis
he Physik

Joos Theoretis
he Physik

Praktikumsbü
her:

Wal
her Praktikum der Physik

Westphal Physikalis
hes Praktikum

H. Hänsel Grundzüge der Fehlerre
hnung
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1.2 Si
herheits�bel

Arbeitss
hutz ist eine ents
heidende Aufgabe, die sowohl von Ihnen als au
h von den Be-

treuern stets wahrgenommen werden muss, um hierdur
h Arbeitsunfälle zu vermeiden. Vor

Beginn jedes Versu
hes weist Sie Ihr Betreuer auf die jeweiligen si
herheitsrelevanten Aspek-

te hin. Allgemein gelten für Sie während des gesamten Praktikums die folgenden Bestimmungen:

• Auss
hlieÿli
h Personen, die si
h eingehend vorbereitet haben, dürfen am Versu
h teil-

nehmen.

• Nur diejenigen Tätigkeiten werden ausgeübt, die der Versu
hsdur
hführung zuzuordnen

sind.

• Folgen Sie den Anweisungen Ihres Betreuers.

• Arbeiten Sie konzentriert und geben Sie bena
hbarten Gruppen die Mögli
hkeit, ungestört

zu arbeiten.

• Gehen Sie stets sorgsam und respektvoll mit der Messapparatur um.

• Bewahren Sie die Ordnung auf den Versu
hstis
hen.

• Es sind keine Modi�kationen von Versu
hsaufbauten zulässig.

• Melden Sie verdä
htige Umstände, z.B. defekte Apparatur, abgebro
hene Teile, ni
ht-

intakte elektris
he Leitungen und Geräte, unverzügli
h Ihrem Betreuer.

• Bei Si
herheitsbedenken oder im Zweifel pausieren Sie den Versu
h, bis der Betreuer das

Experiment wieder freigibt.

• Verzi
hten Sie in den Versu
hsräumen auf Telefongesprä
he und das Surfen im Internet.

1.2.1 Verhalten bei Notfällen

• Ersthelfer des Department für Physik bena
hri
htigen. Die Namen und Kontaktdaten

der Ersthelfern hängen in jedem Versu
hsraum.

• Bei Feuer, Bedarf an erste Hilfe oder Gefahrsto�austritt wird umgehend ein Notruf an

die zentrale Leitstelle der Universität abgesetzt:

� von jedem internen Telefonapparat: 2-111

� von auÿerhalb des Uni-Telefonnetzes: 0271-740-2-111

• Bei Notruf kurz und bündig angeben: Gebäudeteil, Raumnummer, wer anruft und was

passiert ist. WARTEN AUF RÜCKFRAGEN, das Gesprä
h wird von der Leitstelle

beendet!
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2 Einführung in die Fehlerre
hnung

In der Physik spielt die Abs
hätzung und Angabe von Fehlern zu einem Messwert eine ent-

s
heidende Rolle. Keine Messung ist frei von Fehlern! Selbst wenn eine Messapparatur absolut

unverändert bleibt und si
h keinerlei äuÿere Parameter ändern, s
hwanken alle Messergebnisse

um einen bestimmten Wert, den sog. Mittelwert. Daher gilt:

Kein Messergebnis ohne Angabe von Messfehlern!

Hier soll ein kurzer Überbli
k über die im Anfängerpraktikum nötigen Begri�e und Methoden

der Fehlerre
hnung und Datenanalyse gegeben werden. Alles in dieser Hinsi
ht Wi
htige für

die Auswertung der Versu
he wird hier zusammengefasst und motiviert. Daher hat diese Ein-

führung keinen Lehrbu
h
harakter, sondern ist als Na
hs
hlagewerk und Hilfe in der Praxis

geda
ht. Denn Sinn des Praktikums ist ni
ht zuletzt das Erlernen der Anwendung statistis
her

Methoden in einem konkreten Experiment, was später im Studium au
h theoretis
h weiter

vertieft werden kann.

Im folgenden Abs
hnitt 2.1 wird zuerst der Begri� des Fehlers in der Physik erläutert. Daran

s
hlieÿt si
h eine Zusammenfassung und kurze Herleitung aller im Praktikum notwendigen

Formeln in Abs
hnitt 2.2 an. Den Abs
hluss in Abs
hnitt 2.3 bildet eine Ergänzung zu den

grundlegenden Konzepten der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung, deren Studium zum tieferen Ver-

ständnis sehr zu empfehlen ist. Sie ist für das Praktikum aber ni
ht direkt notwendig und

kann daher au
h später gelesen werden. Das Thema wird aber insbesondere im weiteren Stu-

dienverlauf immer wi
htiger werden.

Es gibt natürli
h viel weiterführende Literatur zur Datenanalyse. Zusätzli
h zu den im vorigen

Kapitel erwähnten Bü
hern sollen hier insbesondere no
h folgende genannt werden:

• John R. Taylor, Fehleranalyse, VCH, 1. Au�., 1988 ,

bzw. das englis
he Original An introdu
tion to error analysis, 2. Au�., 1997

Dieses Bu
h ist sehr zu empfehlen, da es für das physikalis
he Grundpraktikum ges
hrie-

ben wurde und den nötigen Sto� in ans
hauli
her Weise darstellt.

• Siegmund Brandt, Datenanalyse, Spektrum Akademis
her Verlag, 4. Au�., 1999

Dieses Bu
h behandelt ausführli
h Grundlagen und weiterführende Te
hniken der Da-

tenanalyse. Besonders die einführenden Kapitel sind hier interessant, da vieles im Bu
h

erst für Fortges
hrittene wi
htig wird.
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2.1 Statistis
he und systematis
he Fehler

Der Wert der Messgröÿe, die in einem Experiment ermittelt werden soll, wird als wahrer Wert

bezei
hnet. Da es in der Praxis unmögli
h ist, eine Messung mit absoluter Genauigkeit dur
h-

zuführen, kann man diesen jedo
h niemals exakt angeben. Der wahre Wert wäre das Ergebnis

einer idealisierten Versu
hsdur
hführung. Bei einem Experiment besteht daher immer die Auf-

gabe (1.) ein Ergebnis anzugeben, das dem wahren Wert mögli
hst nahe kommt, und (2.)
dessen ges
hätzte Abwei
hung vom wahren Wert anzugeben.

Man unters
heidet bei einem Messvorgang grundsätzli
h zwei Arten von Fehlerquellen: statis-

tis
he und systematis
he Fehler. Diese unters
heiden si
h darin, dass si
h statistis
he Fehler

bei einer gröÿer werdenden Anzahl von Messwerten mehr und mehr herausmitteln (und man

si
h so dem wahren Wert immer mehr annähern kann), systematis
he dagegen ni
ht.

Statistis
he Fehler

Statistis
he Fehler sind sol
he, die bei unveränderter Apparatur zu vers
hiedenen Ergebnissen

führen, wenn die Messung wiederholt wird. Die Abwei
hungen der Messergebnisse voneinan-

der werden dur
h zufällige Prozesse verursa
ht.

Da eine Messapparatur in der Regel ein komplexes, makroskopis
hes System ist, können viele

Ein�üsse ni
ht berü
ksi
htigt werden. Betra
hten wir als Beispiel die Messung der S
hwin-

gungsdauer eines Fadenpendels mit einer Stoppuhr. Führt man diese Messung mehrmals

dur
h, so ist es praktis
h unmögli
h, zweimal exakt den glei
hen Versu
h zu ma
hen: Die

Masse wird mit lei
ht anderer Anfangsges
hwindigkeit losgelassen, die Luftströmung ist et-

was anders, die Aufhängung bewegt si
h et
. Das Stoppen und Ablesen der Anzeige kann

ebenfalls nur mit begrenzter Genauigkeit dur
hgeführt werden und ist zufälligen S
hwankun-

gen unterlegen.

Diese S
hwankungen werden jedo
h alle um einen zentralen Wert, den Mittelwert, herum auf-

treten. Ihr Ausmaÿ wird dur
h den statistis
hen Fehler bes
hrieben. Es kann au
h sein, dass

ein Messprozess von Natur aus ein zufälliges Ergebnis liefert. Dies passiert z. B. dort, wo die

Quantenme
hanik eine Rolle spielt, etwa beim radioaktiven Zerfall von Kernen. Eine Messung,

wie viele Teil
hen der kosmis
hen Strahlung pro Sekunde auf eine bestimmte Flä
he tre�en,

wird ebenfalls immer unters
hiedli
he Werte ergeben. Man misst dann die Wahrs
heinli
h-

keitsverteilung für diese Ereignisse. Je mehr Messungen man ma
ht, desto genauer kann man

diese au
h experimentell ermitteln.

Statistis
he Fehler lassen si
h immer aus der Messreihe selbst ermitteln. Die wi
htigste Auf-

gabe der Praktikanten ist es, diese Fehler ri
htig zu bestimmen.

Systematis
he Fehler

Systematis
he Fehler sind sol
he, die si
h bei wiederholter Messung ni
ht herausmitteln,

sondern dur
h die jeder Messwert in eine bestimmte Ri
htung abwei
ht. Sie sind ein fester

Bestandteil des Messergebnisses und haben grundsätzli
h ihre Ursa
he in der Anlage der Ap-

paratur, da es in der Praxis ebenfalls unmögli
h ist, ein perfektes Messgerät zu konstruieren.

Systematis
he Fehler können ni
ht allein aus der Messreihe bestimmt werden, sondern es

7



müssen zusätzli
he Überlegungen oder Messungen unter anderen Randbedingungen mit dem

Versu
hsaufbau dur
hgeführt werden.

Beim Beispiel mit dem Fadenpendel wäre eine Quelle systematis
her Fehler z. B. die Ei
hung

der Stoppuhr, mit der man misst. Sie kann die Zeit si
her ni
ht mit absoluter Genauigkeit

messen und mag z. B. etwas �zu s
hnell laufen�. In diesem konkreten Fall (bei der Messung

von einigen Sekunden mit einer Stoppuhr) ist die Genauigkeit zwar so gut, dass man den

systematis
hen Fehler verna
hlässigen kann, bei komplizierteren Experimenten kann das aber

anders sein. Zum Beispiel ein Detektor, der zwei vers
hiedene Teil
henarten unters
heiden

soll, kann dur
haus eine Wahrs
heinli
hkeit im Prozentberei
h haben, das fals
he Ergebnis zu

liefern, was bei der Auswertung zu berü
ksi
htigen ist.

Der systematis
he Fehler wird stets getrennt vom statistis
hen Fehler angegeben. Die Ein-

s
hätzungen zu den systematis
hen Fehlern werden im Praktikum in der Diskussion des Mes-

sergebnisses vorgestellt und können hier normalerweise qualitativ angegeben werden. (In der

Fors
hung ist die quantitative Abs
hätzung systematis
her Fehler jedo
h ein wi
htiger und

oft umfangrei
her Teil des Ergebnisses.)

2.2 Mathematis
he Grundlagen zur Fehlerre
hnung

Im Folgenden werden die für die Versu
hsauswertungen wi
htigen Begri�e und Formeln an-

gegeben und erläutert.

2.2.1 Mittelwert und Standardabwei
hung

Na
h mehrmaliger Dur
hführung der Messung einer physikalis
hen Gröÿe x haben wir N
Messwerte xi (mit i = 1 . . . , N) erhalten. Wir wollen nun eine Abs
hätzung für den wahren

Wert erhalten, der mit x̂ bezei
hnet werden soll. Jeder Messwert hat eine (zunä
hst unbe-

kannte) Abwei
hung von diesem, die mit ǫi bezei
hnet wird:

xi = x̂+ ǫi (2.2.1)

Die in der Datenanalyse am besten bewährte Methode zur Abs
hätzung des wahren Wertes

ist das Prinzip der kleinsten Quadrate, das am Anfang des 19. Jahrhunderts von Gauss und

Legendre entwi
kelt wurde. Es besagt, dass der Wert x̄ den besten S
hätzwert für den

wahren Wert liefert, für den die Summe der quadratis
hen Abwei
hungen zu den Messwerten

xi minimal ist:

N∑

i=1

ǫ 2i =

N∑

i=1

(xi − x̄)2
!
= min. (2.2.2)

Man su
ht also im Wesentli
hen den Wert, der zusammengenommen mögli
hst nahe bei

allen Messwerten liegt. Die Verwendung der quadratis
hen Abwei
hung sorgt dafür, dass

gröÿere Abwei
hungen mit mehr Gewi
ht in diese Summe eingehen und somit eher vermieden

werden müssen als kleinere.

Das Prinzip der kleinsten Quadrate ergibt in unserem Fall:
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d

dx̄

(
N∑

i=1

ǫ 2i

)

=
d

dx̄

N∑

i=1

(xi − x̄)2
!
= 0

⇒ (−2)

N∑

i=1

(xi − x̄) = 0

⇒
N∑

i=1

(xi − x̄) =

(
N∑

i=1

xi

)

−Nx̄ = 0

⇒ x̄ =
1

N

N∑

i=1

xi (2.2.3)

Das arithmetis
he Mittel ist also die beste S
hätzung des wahren Wertes x̂:

x̄ :=
1

N

N∑

i=1

xi (2.2.4)

Dieser wird allgemein als Mittelwert bezei
hnet.

Als Maÿ für den Fehler des Mittelwerts verwendet man die Varianz der Messung :

V (x) :=
1

N − 1

N∑

i=1

(xi − x̄)2 (2.2.5)

Dies ist im Wesentli
hen der Mittelwert der quadratis
hen Abwei
hung von x̄. Der Faktor
N − 1 im Nenner (statt N wie man naiv bei einer Mittelung von N Werten erwarten würde)

hat tiefere theoretis
he Gründe und soll hier ni
ht hergeleitet werden. Man kann si
h aber

deutli
h ma
hen, dass auf diese Weise für N = 1 die Varianz unendli
h ist, was au
h Sinn

ma
ht, da man aus einem einzigen Messwert keine statistis
he Aussage erhalten kann.

Die Wurzel aus der Varianz wird als Fehler der Einzelmessung bezei
hnet:

∆x =
√

V (x) =

√
√
√
√ 1

N − 1

N∑

i=1

(xi − x̄)2 (2.2.6)

Uns interessiert jedo
h bei der Messung einer physikalis
hen Gröÿe ni
ht die erwartete Ab-

wei
hung einer Einzelmessung vom Mittelwert, sondern die Abwei
hung ∆x̄ des Mittelwertes

vom wahren Wert. Diese ist gegeben dur
h (Herleitung in Abs
hnitt 2.3.2):

∆x̄ =
∆x√
N

(2.2.7)
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Somit erhält man als endgültige Formel für den Fehler des Mittelwertes:

∆x̄ =

√
√
√
√ 1

N(N − 1)

N∑

i=1

(xi − x̄)2 (2.2.8)

Messergebnisse sind also in der folgenden Form anzugeben:

x = x̄±∆x̄ (2.2.9)

Hinweis: Die numeris
he Gröÿe der Messwerte mit einer gröÿeren Genauigkeit als der des

Fehlers anzugeben, ma
ht keinen Sinn. Übli
herweise werden daher die Ergebnisse gerundet.

Hat man also für eine bestimmte Gröÿe z. B. x̄ = 1, 3024 und ∆x̄ = 0, 083 aus der Messreihe

bestimmt, so würde man den Fehler auf ∆x̄ = 0, 08 runden.

Übli
herweise werden Mittelwert und Fehler au
h auf die glei
he Na
hkommastelle angegeben.

Man rundet in diesem Fall dann also x̄ auf die zweite Na
hkommastelle x = 1, 30 (au
h wenn

diese 0 ist). Das Ergebnis hier wäre also x = 1, 30± 0, 08.

2.2.2 Das gewi
htete Mittel

Bei der Bildung des arithmetis
hen Mittels wird davon ausgegangen, dass jeder Messwert

glei
hbere
htigt in die Messung eingeht. Diese Art der Mittelwertbildung wird ungenau, so-

bald die einzelnen Messwerte ni
ht mehr den glei
hen Ein�uss auf das Endergebnis haben.

Als Beispiel betra
hten wir no
h einmal die Bestimmung der S
hwingungsdauer eines Fa-

denpendels. Hierzu seien drei Messreihen dur
hgeführt worden: Die erste besteht aus 20, die

zweite aus 50 und die dritte aus 30 Einzelmessungen. Aus diesen drei Messreihen soll nun das

Endergebnis bestimmt werden. O�ensi
htli
h muss die erste Messreihe zu 20%, die zweite zu

50% und die dritte zu 30% in den endgültigen Mittelwert ein�ieÿen.

Zu diesem Zwe
k bedient man si
h des gewi
hteten Mittels. Es ist folgendermaÿen de�niert:

x̄
gew.

:=

N∑

i=1
wi · xi
N∑

i=1
wi

(2.2.10)

Die wi sind hierbei die sogenannten Gewi
hte. Sie sind ein Maÿ für den Ein�uss der xi auf
den gewi
hteten Mittelwert x̄

gew.

. In unserem Beispiel wären also w1 = 0, 2; w2 = 0, 5 und

w3 = 0, 3.
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Man kann die Gewi
hte für N unters
hiedli
he Messreihen au
h daraus bestimmen, wel-


hes Vertrauen man ihnen s
henkt. Das Maÿ hierfür ist die inverse Varianz der Mittelwerte

der einzelnen Messreihen:

wi =
1

V (xi)
=

1

(∆xi)2
(2.2.11)

Die inverse Varianz des gewi
hteten Mittels ist Summe der Gewi
hte:

1

(∆x̄gew.)2
=

N∑

i=1

wi =
N∑

i=1

1

(∆xi)2
(2.2.12)

2.2.3 Fehlerfortp�anzung

Oft sind zur Bestimmung einer physikalis
hen Gröÿe mehrere Einzelgröÿen zu messen, die

alle mit einem individuellen Fehler behaftet sind. So müssen etwa zur Bestimmung einer Ge-

s
hwindigkeit v die verstri
hene Zeit t zum Dur
hlaufen einer Stre
ke s gemessen werden; die

Messung von t und s ist dabei mit Fehlern behaftet. Der Gesamtfehler von v = v(s, t) = s/t
ist dur
h Fehlerfortp�anzung zu bestimmen.

Sei y = y(xi) die zu bestimmende physikalis
he Gröÿe, die von direkt gemessenen Gröÿen

xi = x1, . . . , xN abhängt. Dann ergibt si
h der Fehler ∆y von y dur
h das Gauÿs
he Feh-

lerfortp�anzungsgesetz

(∆y) 2 =

N∑

i=1

(
∂y

∂xi

)2

(∆xi)
2

(2.2.13)

Betra
hten wir als Beispiel eine Funktion f(x, y) = x2 − 2 y, die von den beiden gemessenen

Gröÿen x und y mit Fehlern ∆x und ∆y abhängt. Dann ist der Fehler ∆f :

∆f =

√
(
∂f(x, y)

∂x

)2

(∆x)2 +

(
∂f(x, y)

∂y

)2

(∆y)2

=
√

(2x)2 (∆x)2 + (−2)2 (∆y)2

=
√

4x2(∆x)2 + 4 (∆y)2

= 2
√

x2(∆x)2 + (∆y)2 (2.2.14)

Ist der Zusammenhang zwis
hen den Messgröÿen xi rein multiplikativ, so ist es wesentli
h

einfa
her, mit relativen Fehlern ∆y
rel

= ∆y
y zu re
hnen. Dies wollen wir uns an Hand eines

weiteren Beispiels verdeutli
hen:
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Sei z(x, y) = x · y2 eine Gröÿe, die aus x und y zu bestimmen ist. Aus (2.2.13) ergibt

si
h:

(∆z)2 = y4(∆x)2 + (2xy)2(∆y)2 (2.2.15)

Teilt man die Glei
hung dur
h z2 = (x · y2)2, so erhält man für den relativen Fehler:

(∆z) 2
relativ

=

(
∆z

z

)2

=

(
∆x

x

)2

+

(
2∆y

y

)2

(2.2.16)

Ein Fehler von 1% in x bewirkt also einen 1%-igen Fehler in z während ein Fehler von 1% in

y einen 2%-igen Fehler in z zur Folge hat. O�enbar gilt folgende Merkregel:

Geht eine Messgröÿe x in der n-ten Potenz in die zu bestimmende Gröÿe z ein, so geht

der Fehler von x n-fa
h in den Fehler von z ein:

z = z(xn) ⇒ ∆z
relativ

= n ·∆x
relativ

(2.2.17)

Hinweis: Die Fehlerfortp�anzung darf in der obigen Form nur angewendet werden, wenn die

eingehenden Gröÿen unabhängig sind, also keine Korrelation haben (siehe Abs
hnitt 2.3).

Dies ist in diesem Praktikum au
h normalerweise der Fall.

Allgemein geht aber die Korrelation mit in die Fehlerfortp�anzung ein, was hier ni
ht uner-

wähnt bleiben darf.

2.2.4 Lineare Regression

Oft ist man interessiert an der Abhängigkeit einer Messgröÿe von einem Parameter des Expe-

riments. Man stelle si
h etwa folgende Situation vor: Ein elektris
her Widerstand R soll mit

Hilfe der Spannung U und dem Strom I bestimmt werden. Dazu verwendet man eine regelbare

Spannungsquelle und ein Amperemeter (Strommessgerät), man misst also I für vers
hiedene

Spannungen U . Zwis
hen ihnen besteht als Zusammenhang das bekannte Ohms
he Gesetz:

U = R · I bzw. I = 1
R ·U . Trägt man I in Abhängigkeit von U gra�s
h auf, so s
heinen alle

Messpunkte mehr oder weniger auf einer Geraden mit der Steigung 1/R zu liegen.

Wir haben bereits in 2.2.1 gesehen, dass die Forderung na
h der Minimierung der Summe

aller Fehlerquadrate

∑
ǫ 2i zum arithmetis
hen Mittel als beste S
hätzung des wahren Werts

führt. Dieses Verfahren lässt si
h au
h hier anwenden, um die Gerade mit der Steigung zu

�nden, die die Datenpunkte am besten bes
hreibt, und so R zu ermitteln. Es wird als Lineare

Regression bezei
hnet.

Betra
hten wir allgemein die Messung von N Datenpunkten yi in Abhängigkeit vers
hiedener

Werte einer Gröÿe xi. Wir denken uns eine lineare Vors
hrift y = m ·x+ b = y(x,m, b) gege-
ben. m ist die Steigung und b der y-A
hsenabs
hnitt. Trägt man die tatsä
hli
hen Messwerte

auf, so werden diese in einem gewissen Abstand zur dur
h diese beiden Parameter bes
hrie-

benen Geraden liegen. Als Beispiel für die nun bes
hriebene Anpassung einer Geraden an die

Werte ist in Abb. 2.2.1 eine graphis
he Darstellung gezeigt.
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Abbildung 2.2.1: Messung von 10 Messwerten yi in Abhängigkeit von xi = 1, .., 10 und

die erhaltene Ausglei
hsgerade.

Man betra
htet als Maÿ für den Fehler wieder die Summe der quadratis
hen Abstände:

N∑

i=1

ǫ 2i =

N∑

i=1

(yi − y(xi,m, b))2 =

N∑

i=1

(yi − (m · xi + b))2 (2.2.18)

Die Forderung, dass die Summe der Fehlerquadrate

∑
ǫ 2i minimal werden soll, führt zu:

∂

∂m

N∑

i=1

(yi − (m · xi + b))2
!
= 0 (2.2.19)

sowie

∂

∂b

N∑

i=1

(yi − (m · xi + b))2
!
= 0 (2.2.20)
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Aus (2.2.19) erhält man:

∂

∂m

N∑

i=1

(yi − (m · xi + b))2 = 0

⇒ 2

N∑

i=1

(yi − (m · xi + b))(−xi) = 0

⇒ −
N∑

i=1

xiyi +m
N∑

i=1

x2i + b
N∑

i=1

xi = 0 (2.2.21)

Aus (2.2.20) erhält man analog:

∂

∂b

N∑

i=1

(yi − (m · xi + b))2 = 0

⇒ 2
N∑

i=1

(yi − (m · xi + b)) = 0

⇒
N∑

i=1

yi −m

N∑

i=1

xi −N · b = 0 (2.2.22)

Damit werden die beiden Bedingungen zu:

−
∑

i

xiyi +m
∑

i

x2i + b
∑

i

xi = 0 (2.2.23)

∑

i

yi −m
∑

i

xi −N · b = 0 (2.2.24)

Wir lösen zunä
hst (2.2.24) na
h m auf:

m =

∑

i
yi −N · b
∑

i
xi

(2.2.25)
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und setzen in (2.2.23) ein:

−
∑

i
xiyi +

∑

i
yi−N ·b
∑

i
xi

∑

i
x2i + b

∑

i
xi = 0

⇔ 1∑

i
xi

[

−∑
i
xiyi

∑

i
xi +

(
∑

i
yi −N · b

)
∑

i
x2i + b

(
∑

i
xi

)2
]

= 0

⇔ −
∑

i
xiyi

∑

i
xi +

∑

i
yi
∑

i
x2i −Nb

∑

i
x2i + b

(
∑

i
xi

)2

= 0

⇔ −∑
i
xiyi

∑

i
xi +

∑

i
yi
∑

i
x2i − b

[

N
∑

i
x2i −

(
∑

i
xi

)2
]

= 0

⇔ b =

∑

i
yi
∑

i
x2i −

∑

i
xi
∑

i
xiyi

N
∑

i
x2i −

(
∑

i
xi

)2 (2.2.26)

Dur
h Einsetzen dieses Ausdru
ks in die obige Formel für m erhält man na
h

kurzer Re
hnung:

m =

N
∑

i
xiyi −

∑

i
xi
∑

i
yi

N
∑

i
x2i −

(
∑

i
xi

)2 (2.2.27)

Fehler der linearen Regression

Au
h eine Regressionsgerade ist ledigli
h eine S
hätzung der wahren Gerade; damit sind

die Parameter m und b mit Fehlern behaftet. Wie in (2.2.6) ergibt si
h der Fehler eines

Datenpunkts ∆y zu:

∆y =

√
√
√
√

∑

i
ǫ 2i

N − 2
=

√
√
√
√

∑

i
(yi − (m · xi + b)) 2

N − 2
(2.2.28)

Der Faktor N − 2 hat wieder eine kompliziertere Herleitung. Der Wert �2� im Nenner kommt

daher, dass nun zwei Parameterm und b aus der Messreihe ermittelt werden, während es beim

Mittelwert nur einer war. Dieser Fehler wird im Diagramm an jedem Messwert als Fehlerbalken

aufgetragen, wie in Abb. 2.2.1 gezeigt.

Für die Fehler der Parameter, ∆b und ∆m, gilt (ohne Herleitung):
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∆b = σ ·

√
√
√
√
√
√
√

∑

i
x2i

N
∑

i
x2i −

(
∑

i
xi

)2 (2.2.29)

sowie

∆m = σ ·
√
√
√
√
√

N

N
∑

i
x2i −

(
∑

i
xi

)2 (2.2.30)

wobei σ der Fehler eines Datenpunktes, na
h (2.2.28), ist.

Hinweis: Bei der linearen Regression sind bisher die x-Werte immer als fehlerlos angenommen

worden, was in der Realität natürli
h ni
ht der Fall ist, etwa beim obigen Beispiel mit Strom-

und Spannungsmessung. In der Praxis sorgt man in der Regel dafür, dass der Parameter x einen

verna
hlässigbaren Fehler hat, bzw. nimmt dies der Einfa
hheit halber an. Die Einbeziehung

eines sol
hen Fehlers würde die statistis
he Analyse wesentli
h komplizierter ma
hen, was in

vielen Fällen (wie hier) zu umständli
h wäre.

2.2.5 Gewi
htete lineare Regression

Aus der Methode der kleinsten Quadrate kann man au
h eine gewi
htete lineare Regression

bestimmen, wobei die Gewi
hte wieder wie in Abs
hnitt 2.2.2 dur
h die inversen Varianzen

gegeben sind

wi =
1

V (yi)
=

1

(∆yi)2
(2.2.31)

Die Formeln, die so für die Parameter b und m erhält, erhält man lei
ht aus denen im vorigen

Abs
hnitt, indem man:

• alle Summen zu gewi
hteten Summen ma
ht, also

∑

i
xi →

∑

i
wi xi et
.

• die Ersetzung N →∑

i
wi dur
hführt, und

• bei den Fehlern ∆m und ∆b den Messfehler ∆y weglässt (der Fehler der y-Werte wird

nun dur
h die Gewi
hte in den Summen berü
ksi
htigt).

2.2.6 Anpassung von beliebigen Graphen

Die Methode der kleinsten Quadrate kann natürli
h ni
ht nur zum Anpassen einer Geraden an

Datenpunkte verwendet werden, sondern au
h für beliebige Funktionen. Dadur
h kann man

eine bestimmte Funktion, z. B. ein Polynom oder eine Exponentialfunktion, bestmögli
h an
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einen Satz Daten anpassen. Man erhält dann Mittelwerte und Fehler für die Parameter dieser

Funktion, also z. B. für die Koe�zienten eines Polynoms. (Dieses Verfahren bezei
hnet man

umgangsspra
hli
h au
h als �Fitten� bzw. die erhaltene Funktion als �Fit� an die Daten.)

Heutzutage führt man dies meist mit numeris
hen Programmen dur
h. Es wird aber in diesem

Praktikum ni
ht vorkommen. Später im Master-Praktikum (und ggf. im Beruf) arbeitet man

oft mit dieser Methode, um die Daten auszuwerten. Sie sollte daher hier der Vollständigkeit

halber erwähnt werden.

2.3 Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen

Das folgende Kapitel ist, wie in der Einleitung erwähnt, eine Ergänzung und stellt einige

grundlegende Konzepte für Fehlerre
hnung und Datenanalyse vor, vor allem die Begri�e der

Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und -verteilungen.

2.3.1 Grundlegende Begri�e

Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung

Wir wollen erst einmal einige begri�i
he De�nitionen tre�en. Dabei steht wohl an erster

Stelle das Zufallsexperiment. Darunter versteht man das wiederholte Notieren des Ausgangs

eines zufälligen Prozesses. Als einfa
hstes Beispiel denken wir uns einen Würfel. Wir würfeln

N -mal, notieren uns jeweils die Augenzahl X (die sog. Zufallsvariable), ohne dass si
h am

Würfel, der Unterlage o. ä. etwas ändert.

Na
hdem wir N -mal gewürfelt haben, können wir uns einem weiteren Begri� zuwenden,

nämli
h dem der Häu�gkeit. Wenn wir beispielsweise 60 mal würfeln, werden wir erwarten,

dass jede Augenzahl 10 mal gewürfelt wurde (das wird natürli
h so nur sehr selten eintre�en,

denn es handelt si
h ja um ein Zufallsexperiment!). Wir können die Anzahl der Ergebnisse Ni

zu einem bestimmten Wert Xi in einer Tabelle angeben:

Xi 1 2 3 4 5 6

Ni 9 12 8 10 11 10

Der Index i bezei
hnet dabei die vers
hiedenen mögli
hen Ergebnisse. N1 = 9 bedeutet also:

�Es wurde bei 60 Würfen 9 mal die 1 gewürfelt�.

Man de�niert die Häu�gkeit hi, indem man das Verhältnis zur Gesamtzahl der Ereignisse

bildet, also:

hi =
Ni

N
(2.3.1)
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Die Häu�gkeit ist normiert:

∑

i

hi = 1 (2.3.2)

Unsere obige Tabelle sieht demna
h in Häu�gkeiten ges
hrieben folgendermaÿen aus:

Xi 1 2 3 4 5 6

hi 0,15 0,20 0,13 0,17 0,18 0,17

Nun de�niert man die Wahrs
heinli
hkeit p(Xi) als die Häu�gkeit eines Ereignisses, die in

dem Zufallsprozess eintreten sollte, wenn man ihn unendli
h oft dur
hführen würde:

p(Xi) = lim
N→∞

Ni

N
= lim

N→∞
hi (2.3.3)

Ereignisse mit p = 0 nennt man unmögli
h, sol
he mit p = 1 bezei
hnet man als si
her. Ein

idealer, ni
ht gezinkter Würfel sollte demna
h die Wahrs
heinli
hkeiten p(1) = p(2) = . . . =
p(6) = 1

6 haben, da jede Augenzahl glei
h häu�g auftreten sollte, wenn man nur oft genug

würfelt.

Au
h Wahrs
heinli
hkeiten sind normiert; weiterhin gibt es keine negativen Wahrs
heinli
h-

keiten. Es gilt also stets

0 ≤ p(Xi) ≤ 1 (2.3.4)

sowie

∑

i

p(Xi) ≡ 1 (2.3.5)

Re
henregeln für Wahrs
heinli
hkeiten

Für den Umgang mit mehreren, unabhängigen Wahrs
heinli
hkeiten gelten folgende Re
hen-

regeln. Seien im Folgenden pA und pB die Wahrs
heinli
hkeiten für die

Ereignisse A und B:

Multiplikation von Wahrs
heinli
hkeiten Die Wahrs
heinli
hkeit, dass in einem Experi-

ment Ereignis A und Ereignis B eintre�en, ist

p
A und B

= pA · pB (2.3.6)
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Addition von Wahrs
heinli
hkeiten Die Wahrs
heinli
hkeit, dass in einem Experiment

entweder Ereignis A oder Ereignis B eintritt, ist

p
A oder B

= pA + pB (2.3.7)

Erwartungswert und Varianz

In der Statistik hat die Dur
hführung eines einzigen Zufallsexperiments keine groÿe Aussage-

kraft. Bei der Dur
hführung vieler Experimente jedo
h wird si
h ein Dur
hs
hnittswert der

Zufallsvariablen Xi einstellen. Man spri
ht dann vom Erwartungswert. Er ist de�niert als

X̂ = E(X) =
∑

i

p(Xi)Xi (2.3.8)

Beim Würfeln mit p(Xi) =
1
6 beträgt er E(X) = 3, 5.

Neben dem Erwartungswert interessiert man si
h in der Statistik für die Frage, wie stark die

Ereignisse um den Erwartungswert streuen. Je stärker die Ereignisse um den Erwartungswert

konzentriert sind, desto wahrs
heinli
her ist es, bei einem Experiment genau den Erwartungs-

wert zu errei
hen oder ihm zumindest sehr nahe zu kommen. Das Maÿ für die Streuung der

Ereignisse um den Erwartungswert ist die Varianz. Sie ist de�niert als:

V (X) := E
[
(X − E(X) )2

]
(2.3.9)

Es gilt:

V (X) = E
[
(X − E(X) )2

]
= E

[
X2 − 2XE(X) + E2(X)

]

= E(X2)− 2E(X)E(X) +E2(X)

= E(X2)− E2(X) (2.3.10)

Die positive Quadratwurzel der Varianz heiÿt Standardabwei
hung σ:

σX =
√

V (X) =
√

E(X2)− E2(X) (2.3.11)

Kovarianz

Meist werden physikalis
he Gröÿen dur
h die Messung mehrerer anderer Gröÿen bestimmt.

Dann ermittelt si
h der Fehler aus der gauÿs
hen Fehlerfortp�anzung. Dies ist aber nur zu-

lässig, falls alle Gröÿen voneinander unabhängig sind.

Oft ist ni
ht gesi
hert, ob Messwerte voneinander abhängig sind. Es kann ja dur
haus sein,

dass der physikalis
he Zusammenhang zwis
hen ihnen no
h vollkommen unbekannt ist.

19



Ein eventueller Zusammenhang müsste si
h aber in der Verteilung der Messgröÿen wieder-

spiegeln. Dies bezei
hnet man als Kovarianz. Sie ist folgendermaÿen de�niert:


ov(X,Y ) := E [(X − E(X)) · (Y − E(Y ))] (2.3.12)

Einige Beispiele sind in Abb. 2.3.1 gezeigt. Die Kovarianz zweier Messgröÿen X und Y ist

gröÿer als 0 wenn die Messwerte für X, die gröÿer als ihr Mittelwert E(X) sind, gehäuft

mit Messwerten von Y auftreten, die gröÿer als E(Y ) sind. Bei einer Kovarianz kleiner als 0
treten entspre
hend gröÿere X-Werte gehäuft mit kleineren Y -Werten auf.
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(a) cov(X, Y ) > 0
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(b) cov(X,Y ) ≃ 0
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(
) cov(X, Y ) < 0

Abbildung 2.3.1: Einige Beispiele für vers
hiedene Kovarianzen.

Aus der De�nition ergibt si
h lei
ht:


ov(X,Y ) = E[X · Y ]− E[X] ·E[Y ] (2.3.13)
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Die Kovarianz ist eine Verallgemeinerung der Varianz, denn es gilt:

V (X) = 
ov(X,X) (2.3.14)

Ferner hat sie die Eigens
haften (a sei eine reelle Zahl):


ov(X,Y ) = 
ov(Y,X) (2.3.15)


ov(a ·X,Y ) = a · 
ov(X,Y ) (2.3.16)


ov(X + Y,Z) = 
ov(X,Z) + 
ov(Y,Z) (2.3.17)

Ist c eine konstante Zufallsvariable, so gilt 
ov(X, c) = 0.
Damit folgt die lineare Transformation:


ov(a ·X + b, c · Y + d) = a · c · 
ov(X,Y ) (2.3.18)

Messgröÿen, die abhängig voneinander sind, heiÿen korelliert. Für unkorellierte Gröÿen gilt:


ov(X,Y ) = 0 (2.3.19)

Für eine endli
he Menge von gemessenen Wertepaaren (xi, yi) mit i = 1 . . . N s
hätzt man

die Kovarianz dur
h:


ov(X,Y ) =
1

N − 1

(
N∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

)

(2.3.20)

Einigermaÿen zuverlässige Werte für die Kovarianz erhält man aber nur für gröÿere Werte

von N.

S
hlieÿli
h arbeitet man au
h oft mit der sogenannten Korrelation ρ(X,Y ), die man de�niert

als:

ρ(X,Y ) =

ov(X,Y )

σX σY
(2.3.21)

Man kann zeigen, dass immer −1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1 gilt. Bei ρ(X,Y ) = 0 sind X und Y
unkorreliert, bei ρ(X,Y ) = +1 bzw. −1 sind sie völlig korreliert bzw. antikorreliert. (In

diesen Extremfällen besteht ein exakter linearer Zusammenhang zwis
hen ihnen.)
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Kontinuierli
he Verteilungen

Oft haben Zufallsexperimente keine diskreten Ergebnisse. Wenn wir z. B. kosmis
he Strah-

lung betra
hten, so wird si
h die Energie der registrierten Teil
hen kontinuierli
h in einem

bestimmten Spektrum verteilen.

Weiterhin können Verteilungen streng genommen zwar diskret sein, die Anzahl der Zufallsva-

riablen Xi jedo
h so groÿ werden, dass man sinnvollerweise von der diskreten zur kontinuier-

li
hen Betra
htung übergeht.

Bei kontinuierli
hen Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen hat man statt diskreter Einzelwahrs
hein-

li
hkeiten p1 . . . pN eine (stetige)Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte w(x), die normiert ist:

∫
w(x) dx =

1. Man geht bei der Bere
hnung des Erwartungswertes E(x) von der Summen- zur Integral-

s
hreibweise über:

E(x) =

∫

x · w(x) dx (2.3.22)

Hinweis: Die Integrationsgrenzen erstre
ken si
h stets über den gesamten Gültigkeitsberei
h

von w(x), also meist −∞ < x < +∞.

Für Erwartungswert und Varianz bei kontinuierli
hen Verteilungen gelten die glei
hen Re
hen-

gesetze und De�nitionen wie bei diskreten Verteilungen. Somit lässt si
h die Varianz einer

kontinuierli
hen Verteilung bere
hnen dur
h

V (x) = E(x2)− E2(x) =

∫

x2 · w(x) dx −
(∫

x · w(x) dx
)2

(2.3.23)

Aus der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte können nur die Wahrs
heinli
hkeiten für Werteberei
he

und ni
ht für einzelne Werte bestimmt werden. So ist

P (a ≤ x ≤ b) =

b∫

a

w(x) dx (2.3.24)

die Wahrs
heinli
hkeit, x zwis
hen a und b anzutre�en.

2.3.2 Zusammenhang mit physikalis
hen Messprozessen

Die S
hwankungen, denen die Ergebnisse einer physikalis
hen Messung unterliegen, werden

(wie in Abs
hnitt 2.1 bes
hrieben) dur
h Zufallsprozesse verursa
ht. In der Regel ist die

Wahrs
heinli
hkeitsverteilung, der diese Zufallsprozesse unterliegen, unbekannt. Es gibt je-

do
h einen wi
htigen Satz in der Statistik, den sogenannten Zentralen Grenzwertsatz. Er

besagt, dass bei einer groÿen Zahl von identis
hen, glei
hverteilten Zufallsvariablen si
h un-

abhängig von der eigentli
hen Wahrs
heinli
hkeitsverteilung immer insgesamt eine Normal-

verteilung ergibt (siehe au
h Abs. 2.3.3):
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w(x) =
1√
2πσ

e−
1
2(

x−x̂
σ )

2

(2.3.25)

Eine sol
he Situation ist in der Regel die Messung einer Gröÿe mit einem makroskopis
hen

(aus sehr vielen Atomen und Molekülen aufgebauten) Messgerät. Man kann also übli
herweise

bei physikalis
hen Messungen davon ausgehen, dass diese in einer Normalverteilung um den

Mittelwert streuen.

Die Zufallsgröÿe tritt im Exponenten quadratis
h auf. Ohne auf eine genauere theoretis
he

Begründung eingehen zu wollen, so kann man do
h zeigen, dass aus dieser Tatsa
he sowohl

das Prinzip der kleinsten Quadrate als au
h die �quadratis
he Addition� in der gauÿs
hen

Fehlerfortp�anzung begründet werden können.

Bere
hnung des Fehlers des Mittelwerts

Mit den hier eingeführten Begri�en kann man nun den Faktor 1/
√
N aus Glei
hung (2.2.7)

erklären.

Die Varianz σ2
x einer Messgröÿe x gibt wie oben gesagt die mittlere quadratis
he Abwei
hung

um den Mittelwert x̄ an, die bei einer Messung zu erwarten ist. Man kann sie aus einer ge-

gebenen Wahrs
heinli
hkeitsverteilung wie oben bes
hrieben dur
h E
[
(x− x̄)2

]
bestimmen.

Wir interessieren uns aber nun für den wahren Wert x̂ und wollen die mittlere Abwei
hung

des Mittelwerts x̄ um den wahren Wert ermitteln.

Dazu bere
hnen wir den Erwartungswert der quadratis
hen Abwei
hung des Mittelwerts vom

wahren Wert.

E
[
(x̄− x̂)2

]
= E





(

1

N

N∑

i=1

xi − x̂

)2




=
1

N2
E





(
N∑

i=1

xi −Nx̂

)2


 =
1

N2
E





(
N∑

i=1

(xi − x̂)

)2




=
1

N2
E





N∑

j,k=1

(xj − x̂)(xk − x̂)



 =
︸︷︷︸

=0 für j 6=k

1

N2
E





N∑

j=1

(xj − x̂)2





=
1

N2
E
[
Nσ2

]
=

σ2

N
(2.3.26)

Die Terme in dem obigen S
hritt für j 6= k sind = 0, da es si
h hier um Kovarianzen handelt.

Die Verteilungsfunktion für alle xi ist natürli
h dieselbe, so dass diese vers
hwinden. Somit

erhält man den Zusammenhang ∆x̄ =
√

E [(x̄− x̂)2] = σx√
N

= ∆x√
N

aus Glei
hung (2.2.7).
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2.3.3 Wi
htige Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen

Hier sollen no
h einige wi
htige Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen bespro
hen werden. Als erstes

wird auf die kontinuierli
he Normalverteilung eingegangen und dana
h die diskrete Binomial-

sowie als wi
htiger Grenzfall davon die Poisson-Verteilung vorgestellt.

Die Normalverteilung

Die Normalverteilung bzw. Gauÿ-Verteilung, deren Bedeutung im vorigen Abs
hnitt erklärt

wurde, ist gegeben dur
h:

w(x) =
1√
2πσ

e−
1
2(

x−x̂
σ )

2

(2.3.27)

Der Parameter σ ist die Standardabwei
hung (wie man sie au
h aus der De�nition (2.3.23)

über die Varianz erhalten würde), x̂ ist der Erwartungswert der Verteilung. σ ist ein Maÿ für

die Breite der Verteilung, die um x̂ zentriert ist. Der Vorfaktor stellt die Normierung si
her.

Die Standardabwei
hung ist bei dieser Verteilung so, dass 68,2% aller Messwerte im Intervall

[µ− σ, µ + σ] liegen. Es gilt also:

P (µ− σ < x < µ+ σ) =

+σ∫

−σ

w(x) =
1√
2πσ

+σ∫

−σ

e−
1
2(

x−µ
σ )

2 ∼= 68, 2% (2.3.28)

In einer 2σ-Umgebung liegen 95, 5% und in einer 3σ-Umgebung liegen 99, 7% der Messwerte.

Da aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes physikalis
he Messfehler in der Regel Gauÿ-verteilt

sind, ist der Fehler des Mittelwerts so zu interpretieren, dass der wahre Wert mit 68, 2%-iger

Wahrs
heinli
hkeit in einer Umgebung von ∆x̄ um den Mittelwert liegt, mit 95, 5%-iger

Wahrs
heinli
hkeit in einer 2∆x̄-Umgebung, usw.

Die Binomialverteilung

Häu�g tritt der Fall auf, dass in einem Zufallsexperiment nur zwei Ereignisse auftreten kön-

nen und zwar entweder das eine oder das andere. Einfa
hstes Beispiel ist wohl das Werfen

einer Münze: Entweder man erhält Wappen oder Zahl. (Dass die Münze auf der Kante stehen

bleibt, wollen wir hier einmal auss
hlieÿen... :-) )

Sol
he Zufallsexperimente heiÿen binomialverteilt. Da si
h beide Ereignisse auss
hlieÿen,

spri
ht man neben der Wahrs
heinli
hkeit p für das Eintre�en des Ereignisses A von der

Gegenwahrs
heinli
hkeit q für das Eintre�en von Ereignis B. Wegen (2.3.5) gilt

q = 1− p (2.3.29)

Die Wahrs
heinli
hkeit P bei N -fa
her Dur
hführung eines Zufallsexperiments k-mal das

Ereignis A zu erhalten ist gegeben dur
h die Binomialverteilung :
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Abbildung 2.3.2: Die Normalverteilung mit x̂ = 0, σ = 0, 7 (dur
hgezogene Linie) und

x̂ = 1, σ = 1, 2 (gestri
helte Linie).

PN
k =

(
N

k

)

pkqN−k
(2.3.30)

Die Binomialkoe�zienten sind gegeben dur
h

(
N

k

)

:=
N !

k!(N − k)!
(2.3.31)

Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung

Wir wollen nun den Erwartungswert der Binomialverteilung (2.3.30) bestimmen:

E(k) =
N∑

k=0

kPN
k =

N∑

k=0

k

(
N

k

)

pkqN−k
(2.3.32)

Nun bedienen wir uns eines Tri
ks: Wir verwenden einfa
h, dass

∂
∂pp

k = kpk−1
ist.
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Damit erhalten wir:

N∑

k=0

k

(
N

k

)

pkqN−k =

N∑

k=0

p
∂

∂p

(
N

k

)

pkqN−k
(2.3.33)

Wir ziehen nun p ∂
∂p vor das Summationszei
hen:

N∑

k=0

p
∂

∂p

(
N

k

)

pkqN−k = p
∂

∂p

N∑

k=0

(
N

k

)

pkqN−k
(2.3.34)

Nun verwenden wir den Binomis
hen Satz, wie er aus der Analysis bekannt ist:

(p+ q)N =

N∑

k=0

(
N

k

)

pkqN−k
(2.3.35)

Demna
h können wir also s
hreiben:

p
∂

∂p

N∑

k=0

(
N

k

)

pkqN−k = p
∂

∂p
(p+ q)N = Np(p+ q)N−1

(2.3.36)

Mit (2.3.29) folgt (p+ q)N−1 = 1 und wir erhalten s
hlieÿli
h

E(k) = N · p (2.3.37)

Für die Bestimmung der Varianz benötigen wir no
h E(k2). E2(k) haben wir mit (2.3.37) ja

im Grunde genommen s
hon bere
hnet, es ist

E2(k) = N2p2 (2.3.38)

Zur Bestimmung von E(k2) bedienen wir uns wieder des �Ableitungstri
ks�. Wir müssen

diesmal allerdings zweimal ableiten, um statt k im Summenzei
hen k2 zu erhalten:

E(k2) =

N∑

k=0

k2
(
N

k

)

pkqN−k =

N∑

k=0

(

p
∂

∂p

)(

p
∂

∂p

)(
N

k

)

pkqN−k
(2.3.39)

Wir ziehen die Ableitungen wieder aus der Summe und verwenden (2.3.35):

N∑

k=0

(

p
∂

∂p

)(

p
∂

∂p

)(
N

k

)

pkqN−k =

(

p
∂

∂p

)(

p
∂

∂p

)

(p+ q)N (2.3.40)

Wir führen die Di�erentiationen aus und erhalten:
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(

p ∂
∂p

)(

p ∂
∂p

)

(p + q)N

=
(

p ∂
∂p

)

Np(p+ q)N−1

= Np
[
(p+ q)N−1 + p(N − 1)(p + q)N−2

]

= Np [1 + p(N − 1)]

= Np+N2p2 −Np2 (2.3.41)

Damit erhalten wir:

V (k) = E(k2)−E2(k) = Np+N2p2 −Np2 −N2p2 = Np−Np2 = Np(1− p) (2.3.42)

Mit 1− p = q folgt dann die gesu
hte Varianz der Binomialverteilung:

V (k) = N · p · q (2.3.43)

Die Poisson-Verteilung

Die Binomialverteilung wird für groÿe N sehr unhandli
h (Versu
hen Sie einmal, 100! auf

Ihrem Tas
henre
hner auszuführen!). Gilt N → ∞ und p → 0, so verwendet man die Poisson-

Verteilung :

P (k) =
µk

k!
e−µ

(2.3.44)

Radioaktive Zerfälle sind beispielsweise Poisson-verteilt (Die Anzahl der Kerne N ist sehr

ho
h, die Wahrs
heinli
hkeit für einen Zerfall aber meist sehr, sehr gering). Ist N → ∞ und

p → 0 ni
ht mehr gegeben, N aber weiterhin sehr groÿ, so lässt si
h die Binomialverteilung

dur
h eine Gauÿ-Verteilung nähern.

Für den Erwartungswert der Poisson-Verteilung kann man zeigen:

k̂ =
∞∑

k=0

k
µk

k!
e−µ = µ (2.3.45)

sowie für die Varianz:

σ2 =

∞∑

k=0

(k − µ)2
µk

k!
e−µ = µ (2.3.46)

Bei der Poisson-Verteilung sind also Erwartungswert und Standardabwei
hung identis
h.
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Abbildung 2.3.3: Die Poisson-Verteilung für µ = 10 (s
hwarz) und µ = 20 (grau).
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3 Die Wheatstone-Brü
ke

3.1 Einführung

In diesem Versu
h sollen die Widerstände vers
hiedener passiver Bauelemente mit Hilfe der

Wheatstones
hen Brü
kens
haltung bestimmt werden. Dies ist ein Alternativverfahren zur

Bestimmung des Widerstandes direkt über das Ohms
he Gesetz U = R ·I, was eine Messung

von Spannung und Stromstärke erfordern würde.

Der Versu
h setzt si
h aus zwei Teilen zusammen:

• Im ersten Teil des Versu
hs sollen mit Hilfe einer Wheatstones
hen Messbrü
ke folgende

unbekannten Gröÿen gemessen werden:

� der Widerstand eines ohms
hen Widerstandes

� der We
helstromwiderstand (au
h kapazitiver Widerstand

oder Blindwiderstand) eines Kondensators

• Im zweiten Teil wird die Temperaturabhängigkeit vers
hiedener Leitertypen untersu
ht.

Anhand der Leitfähigkeit bei vers
hiedenen Temperaturen sollen folgende Leitertypen

identi�ziert werden:

� metallis
her Leiter

� Halbleiter

� temperaturunabhängiger Leiter

3.2 Physikalis
he Grundlagen

Hier soll kurz auf die für den Versu
h notwendigen Grundlagen eingegangen werden. Es wird

vorausgesetzt, dass der Leser bereits mit folgenden Begri�en vertraut ist:

• Spannung

• Stromstärke

• ohms
her Widerstand/ohms
hes Gesetz
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3.2.1 Spezi�s
her Widerstand

Der Widerstand R ist abhängig von der Geometrie des Leiters und seinen

Materialeigens
haften. Es ergibt si
h:

R = ̺ · l

A
(3.2.1)

Der Widerstand R ist proportional zur Länge l und umgekehrt proportional zum Quers
hnitt

A. Die Materialkonstante ρ heiÿt spezi�s
her Widerstand.

3.2.2 Kir
hho�s
he Regeln

In einem abges
hlossenen System bleibt die Ladung erhalten. Daraus folgt, dass Strom, wel-


her in einen Punkt hinein�ieÿt, dort ni
ht vers
hwinden kann. Er muss somit wieder ab�ieÿen.

Es folgt die Knotenregel :

In einem Knoten ist die Summe der zu�ieÿenden Ströme glei
h der Summe der

ab�ieÿenden Ströme.

I
1

I
2

I
3

I
4

I
5I

6

Abbildung 3.2.1: Zur Knotenregel: Es gilt hier

∑
Ik = 0

Aus der Energieerhaltung für das elektrostatis
he Feld folgt automatis
h

die Mas
henregel. Sie gilt, solange kein Austaus
h mit anderen Energieformen statt�ndet,

z. B. dur
h die Erzeugung eines zeitli
h veränderten Magnetfeldes. Sie lautet:

In einem ges
hlossenen Teilkreis (Mas
he) ist die Summe der auftretenden Span-

nungen immer null.
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Abbildung 3.2.2: Zur Mas
henregel: Für jede Mas
he gilt

∑
Uk = 0

3.2.3 We
hselstromwiderstände

Die Kir
hho�s
hen Gesetze gelten ni
ht nur für ohms
he Widerstände, sondern au
h für

kapazitive (z. B. Kondensator) und induktive (z. B. Spule) Widerstände. Bei einer We
hsel-

spannung mit einer Kreisfrequenz ω gilt nun:

• Ohms
her Widerstand: R = U
I

Spannung und Stromstärke sind in Phase.

• Kapazitiver Widerstand: XC = U
I ⇒ XC = −i

ωC
Die Spannung hängt der Stromstärke um 90◦ hinterher.

Man bea
hte dabei, dass eine Glei
hspannung dem Grenzfall ω → 0 entspri
ht, dh. ein kapa-

zitiver Widerstand leitet keinen Strom mehr (sein Widerstand wird �unendli
h�).

Bei kapazitiven Widerständen ist der ohms
he Widerstand verna
hlässigbar klein. Da eine

Spule jedo
h aus einem aufgewi
kelten Draht besteht, hat sie einen ni
ht zu verna
hlässi-

genden ohms
hen Widerstand. Man kann si
h eine reale Spule aus einer idealen Spule (rein

induktiver Widerstand) und einem ohms
hen Widerstand zusammengesetzt vorstellen.

3.2.4 Zeigerdiagramme

Da bei kapazitiven Widerständen Stromstärke und Spannung ni
ht in Phase laufen, ist auf

den ersten Bli
k die Phasendi�erenz von We
hselstromkreisen mit vers
hiedenen Widerstän-

den ni
ht ersi
htli
h. Zur Verdeutli
hung benutzt man Zeigerdiagramme.

Auf der reellen A
hse werden Strom und ohms
her Widerstand eingezei
hnet, auf der ima-

ginären A
hse entspre
hend ihrer Vorzei
hen der kapazitive Widerstand. Die Teilspannungen

in einem Netzwerk von Widerständen werden vektoriell addiert. Es ergibt si
h die Spannung

Uges, die um den Winkel ϕ von der Phase des Stromes abwei
ht.
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Abbildung 3.2.3: Zeigerdiagramm.

3.2.5 Typen von Leitern

Metallis
her Leiter

Die Ladungsträger in einem metallis
hen Leiter sind Elektronen, diese be�nden si
h in stän-

diger thermis
her Bewegung. Da der Leiter na
h auÿen jedo
h elektris
h neutral ist, gilt für

den Dur
hs
hnitt der thermis
hen Ges
hwindigkeiten vth aller Elektronen im Leiter ~vth = ~0.
Wird nun an den Leiter ein äuÿeres elektris
hes Feld angelegt, erfahren die Elektronen eine

Kraft, die sie in eine Ri
htung bes
hleunigt. Jetzt können si
h die Elektronen in einem Leiter

jedo
h ni
ht frei bewegen, sondern stoÿen ständig mit ihren Rümpfen zusammen. Die Elek-

tronen erfahren eine Art Reibungskraft, die dafür sorgt, dass sie nur bis auf eine bestimmte

Ges
hwindigkeit, die Driftges
hwindigkeit vd, bes
hleunigt werden. Je gröÿer die Temperatur

T des Leiters, desto gröÿer die thermis
he Bewegung der Atomrümpfe sowie der Elektronen

und desto wahrs
heinli
her ein Zusammenstoÿ. Es ist daher festzuhalten: Mit steigender Tem-

peratur nimmt der Widerstand eines metallis
hen Leiters zu.

Für den spezi�s
hen Widerstand eines metallis
hen Leiters gilt (wobei C1 eine Materialkon-

stante ist):

̺ = C1 · T (3.2.2)

Auf die Herleitung dieser Beziehung soll an dieser Stelle verzi
htet werden. Eine detaillierte

Herleitung sollte si
h in Lehrbü
hern über Elektrodynamik unter dem Sti
hwort metallis
he

Leiter �nden lassen (z.B Demtröder, �Experimentalphysik 2�, 2. Au�age, S. 43f. und S. 47�.

oder Otten, �Repetitorium der Experimentalphysik� , S. 498�.).

Bemerkung:

Je na
h Reinheitsgrad ist diese Abhängigkeit ni
ht rein linear und es kann passieren, dass der
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Widerstand mit sinkender Temperatur einen konstanten Restwiderstand annimmt. Zu dem gilt

diese Beziehung nur für einen einges
hränkten Temperaturberei
h, bei sehr niedrigen und sehr

hohen Temperaturen treten andere E�ekte auf, z.B Supraleitung bei niedrigen Temperaturen.

Halbleiter

Mit Hilfe des me
hanis
hen Modells, das für die metallis
hen Leiter verwendet wurde, kann

man die E�ekte, die in Halbleitern auftreten, ni
ht bes
hreiben. Hier muss man das sog. Bän-

dermodell heranziehen. Im Bändermodell be�nden si
h Elektronen entweder im Leiterband,

wo sie zum Strom beitragen können, oder im Valenzband, wo sie dies ni
ht können. Bei ei-

nem Leiter sind Leiterband und Valenzband direkt beieinander, bei einem Isolator sehr weit

voneinander getrennt. Bei einem Halbleiter jedo
h, ist die Lü
ke (Gap) gerade so groÿ, dass

Elektronen vom Valenz- ins Leiterband springen können. Dazu genügt es, die Temperatur des

Halbleiters zu erhöhen und so thermis
he Energie hinzuzufügen. Wir halten fest: Der Wider-

stand eines Halbleiters nimmt mit steigender Temperatur ab. Die Gröÿe der Lü
ke, genannt

Gapbreite EG, kann je na
h Halbleiter bis zu 3 eV betragen.

Abbildung 3.2.4: Bändermodell für Leiter, Halbleiter und Isolator.

Für den Widerstand eines Halbleiters in Abhängigkeit von T gilt:

R = C2 · exp
(

EG

2kB · T

)

(3.2.3)

Dabei ist kB die Boltzmann-Konstante, T die Temperatur in Kelvin und C2 eine Material-

konstante. Wir verzi
hten hier wieder auf eine ausführli
he Herleitung (sie ist z.B in Vogel,

�Gerthsen Physik� 20. Au�age, S. 401� zu �nden).
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Temperaturunabhängiger Leiter

Dieser besteht aus einem Gemis
h aus metallis
hen Leitern und Halbleitern. Diese Mis
hung

ist so gewählt, dass der Leiter über weite Temperaturberei
he einen mögli
hst konstanten

Widerstand besitzt.

3.3 Versu
hsaufbau

Die Messapparatur besteht aus:

• Einer Glei
hspannungsquelle U0 zur Messung der ohms
hen Widerstände

• Bzw. einer We
hselspannungsquelle zur Messung des kapazitiven Widerstands

• Einem bekannten Verglei
hswiderstand Z0, jeweils realisiert dur
h

� eine Ohm-Dekade, als ohms
hen Verglei
hswiderstand

� eine C-Dekade, als kapazitiven Verglei
hswiderstand

• Dem unbekannten, zu bestimmenden Widerstand Zx

• Einem digitalen Amperemeter

• Einem S
hiebewiderstand, auf dem das Verhältnis R1 zu R2 eingestellt

• Einem Maÿstabe, der am S
hiebewiderstand befestigt ist, mit dem die Länge l1 ∼ R1

bzw. l2 ∼ R2 abgelesen werden kann

Abbildung 3.3.1: Wheatstone-Brü
ke.

Die Brü
kens
haltung besteht aus dem bekannten Verglei
hswiderstand Z0, dem unbekannten

Widerstand ZX und dem S
hiebewiderstand, mit dem das Verhältnis R1 − R2 eingestellt
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werden kann. Die Widerstände R1 und R2 bilden die eigentli
he Brü
ke (eingespannter Draht).

Sie werden dur
h einen S
hleifkontakt realisiert, d. h. der mittlere Abgri� kann vers
hoben

werden. Da wie bereits weiter oben erwähnt, ein ohms
her Widerstand proportional zu seiner

Länge ist, kann jedes gewüns
hte Verhältnis eingestellt werden.

Somit kann die Brü
ke bei geeignetem Verglei
hswiderstand so gewählt werden, dass dur
h

das Amperemeter kein Strom mehr �ieÿt. Ist diese Einstellung gefunden, kann über die Kir
h-

ho�s
hen Regeln der unbekannte Widerstand bestimmt werden. Man erhält na
h wenigen

S
hritten die Beziehung:

R1

R2
=

Zx

Z0
(3.3.1)

Diese gilt sowohl für ohms
he als au
h für kapazitive Widerstände.

3.4 Versu
hsdur
hführung

3.4.1 Erster Teil

Zur Bestimmung des ohms
hen und des kapazitiven Widerstandes wird die S
haltung wie in

Abb. 3.3.1 (S. 34) aufgebaut. Für den ohms
hen Widerstand wird eine Glei
hspannungsquelle

verwendet, für den kapazitiven Widerstand eine We
hselspannungsquelle, in unserem Fall

sinusförmig mit einer Frequenz von 
a. 1kHz, verwendet. Es ist die Messbrü
ke für jeweils

drei Verglei
hswiderstände, die mit Hilfe der R- bzw. C-Dekade realisiert werden, abzuglei
hen.

Das bedeutet, der S
hiebewiderstand ist so einzustellen, dass das Amperemeter keinen Strom

mehr anzeigt. Die Länge l1 und der Verglei
hswiderstand R0 sind jeweils zu notieren. Es ist

darauf zu a
hten, den Verglei
hswiderstand R0 so zu wählen, dass si
h l1 in einem Berei
h

von 25
m bis 75 
m be�ndet, da dort der Fehler am geringsten wird (vgl. Abs
h. 2).

3.4.2 Zweiter Teil

Hier geht man im Wesentli
hen so vor, wie bei der Bestimmung des unbekannten ohms
hen

Widerstandes. Zunä
hst ist jedo
h der Behälter, in dem si
h die drei Leitertypen be�nden,

mit knapp unter 100◦C heiÿem Wasser zu befüllen. Damit im Wasserbad beim Abkühlen

kein Temperaturgradient entsteht, sollen die vorhandenen Rühr�s
he benutzt werden, um die

Flüssigkeit in Bewegung zu halten. Die Wassertemperatur im Behälter ist während des ganzen

Versu
hes kontinuierli
h zu kontrollieren.

Da hier der ohms
he Widerstand der Leitertypen bestimmt werden soll, wird wie in Abb. 3.3.1

(S. 34) aufgebaut und eine Glei
hspannungsquelle verwendet. Errei
ht die Wassertemperatur

90◦C, ist der Widerstand der drei Leiter dur
h Abglei
hen der Brü
ke zu bestimmen. Dies wird

während des Abkühlens alle 10◦C wiederholt, bis das Wasser auf Raumtemperatur abgekühlt

ist. Es sind jeweils die Nummer des Leiters, der Verglei
hswiderstand R0, die Länge l1 und

die Temperatur T zu notieren. Bei der Auswertung des Halbleiters ist unbedingt darauf zu

a
hten, die Temperatur von Grad Celsius in Kelvin umzure
hnen!
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3.5 Aufgaben und Auswertung

3.5.1 Aufgaben zur Vorbereitung

1. Leiten Sie Glei
hung 3.3.1 her.

2. Bere
hnen Sie, bei wel
hem Verhältnis R1 −R2 der Messfehler minimal wird.

3.5.2 Auswertung

1. Ermitteln Sie die Werte und Fehler für die gemessenen Widerstände.

2. Bestimmen Sie bei der Temperaturabhängigkeitsmessung, wel
her der drei Widerstände

Halbleiter, Leiter oder konstanter Widerstand ist. Tragen Sie die Werte aller Widerstän-

de in ein R-T-Diagramm ein.

3. Tragen Sie für den Halbleiter zusätzli
h lnR gegen die reziproke Temperatur in K−1

(ni
ht C!) auf und bestimmen Sie aus der Steigung die Gapbreite.

4. Ma
hen Sie si
h Gedanken über die systematis
hen Fehler in allen Versu
hsteilen und

s
hätzen Sie diese ab.

Hinweise � Erster Teil: Es ist günstig, einen mit wi =
1

σi(Z(x,i))2
gewi
hteten Mittelwert

zu bilden (mit i = 1, . . . , N und N ist die Anzahl der Messungen):

Z̄x =

∑
wiZi
∑

wi
(3.5.1)

Hinweise � Zweiter Teil: Um aus den Messwerten die Gapbreite EG zu bestimmen, zei
h-

net man (mit i = 1, . . . , N und N ist die Anzahl der Messpunkte):

xi =
1

Ti

yi = ln(Ri)

(3.5.2)

Mit diesen Punkten führt man eine gewi
htete lineare Regression dur
h:

yi = ln(Ri) = m · xi + b (3.5.3)

Wegen ln(R) = EG
2kBT + ln(C) (vgl. Gl. (3.2.3) S. 33) folgt dann:

EG = α · 2kB (3.5.4)

Hinweise � Fehlerabs
hätzung: Die Messtoleranzen der Multimeter sind der entspre
hen-

den Anleitung der Geräte für den jeweiligen Messberei
h zu entnehmen.
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4 Millikan-Versu
h

4.1 Einführung

Mit diesem Versu
h soll die Ladung des Elektrons e bestimmt werden.

4.2 Physikalis
he Grundlagen

Eine Kugel hat den Radius r und bewegt si
h in einem Medium der Viskosität η und nimmt

dort eine Endges
hwindigkeit v an. Dann steht die Kugel unter dem Ein�uss einer konstanten

Reibungskraft F . Diese Kraft ist gegeben dur
h das Stokess
hes Reibungsgesetz, das nur für

sphäris
he Objekte gültig ist:

F = 6 · π · η · r · v (4.2.1)

Dur
h Zerstäubung von Öl entstehen feine Tröpf
hen mit einem Dur
hmesser von etwa 1µm.

Sie sind geringfügig positiv oder negativ mit einem Vielfa
hen der Elementarladung e aufge-

laden. Sie werden in ein elektris
hes Feld eines Plattenkondensators hineingeblasen. In diesem

elektris
hen Feld überlagert si
h die S
hwerkraft und die elektrostatis
he Anziehungskraft.

Abbildung 4.2.1: Bli
k dur
h das Mikroskop. Der Abstand von zwei Teilstri
hen zuein-

ander beträgt 48± 2 µm.
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Bei der Messung betra
htet man die Ges
hwindigkeit eines Tröpf
hens mit angelegter Span-

nung U und ohne Spannung. Deswegen gibt es im Folgenden zwei Indizes. Mit angelegter

Spannung steigt das Tröpf
hen, somit bezei
hnet v2 die Ges
hwindigkeit eines steigenden, v1
die Ges
hwindigkeit eines fallenden Tröpf
hens. Dur
h das Mikroskop sieht man das allerdings

genau andersherum. In Abbildung 4.2.1 ist es ans
hauli
h dargestellt.

Im Kräfteglei
hgewi
ht gilt:

−mg + e
U

d
− 6πηrv2 = 0 (4.2.2)

mg − 6πηrv1 = 0 (4.2.3)

Dabei ist die Masse m des Tröpf
hens über die Di
hte ρ des Öls gegeben als

m =
4

3
πρr3 (4.2.4)

Na
h Glei
hsetzen der Glei
hungen 4.2.2 und 4.2.3 und Einsetzen in 4.2.4 folgt dann:

r =

√
9ηv1
2ρg

(4.2.5)

e =
6πηd(v1 + v2)

U
r =

6πηd(v1 + v2)

U

√
9ηv1
2ρg

(4.2.6)

(4.2.7)

Die Konstanten lauten:

η = 1, 8 · 10−5 Ns

m2
Viskosität der Luft bei 20◦C (4.2.8)

d = 6mm Abstand der Kondensatorplatten (4.2.9)

ρ = 0, 87
g

cm3
Di
hte des benutzten Öls (4.2.10)

Die Ges
hwindigkeit der Tröpf
hen bere
hnet si
h na
h aus der Me
hanik bekannten Formel,

s ist der zurü
kgelegte Weg:

v =
s

t
(4.2.11)

(4.2.12)

Der relative Fehler von v ist gegeben dur
h die bekannte Relation der Fehlerfortp�anzung:

(σv
v

)2
=
(σs
s

)2
+
(σt
t

)2
(4.2.13)
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Die Ladung der Tröpf
hen wird mit der zuvor gefundenen Formel bere
hnet. Ihren Fehler

�ndet man mittels Fehlerfortp�anzung

(

τ = 6πηd
√

9η
2ρg

)

:

e =
6πηd(v1 + v2)

U
r =

6πηd(v1 + v2)

U

√
9ηv1
2ρg

(4.2.14)

σe =

√
(
(3v1 + v2)τσv1

2U
√
v1

)2

+

(
τ
√
v1σv2
U

)2

+

(
τ(v1 + v2)

√
v1σU

U2

)2

(4.2.15)

4.3 Versu
hsbes
hreibung

An einen Plattenkondensator mit einem Plattenabstand von 6mm wird eine Spannung U
von 0 bis 600V angelegt. In dieses elektris
he Feld des Plattenkondensators werden Öltröpf-


hen mittels Zerstäubung hineingeblasen. Diese werden dur
h Reibung elektris
h geladen. Mit

einem Mikroskop werden die Tröpf
hen in Dunkelfeldbeleu
htung als Li
htpunkte gesehen.

Man misst die Zeit, in der die Tröpf
hen eine bestimmt Stre
ke zurü
kgelegt haben. Mögli
h

ist das mit Hilfe eines Okularmaÿstabes. Zwei Teilstri
he haben einen Abstand zueinander

von 48± 2 µm, siehe Abbildung 4.2.1. Mit dem nun bekannten zurü
kgelegten Weg und der

gemessenen Zeit kann die Ges
hwindigkeit der Tröpf
hen bestimmt werden.

4.4 Versu
hsdur
hführung

Aus einer Wolke von Tröpf
hen, die beim Zerstäuben entsteht, wählt man ein geeignetes

heraus, das ohne elektris
hes Feld genügend langsam fällt und beim Anlegen eines Feldes von

300V/6mm bis 600V/6mm langsam steigt.

Man misst zunä
hst mit der Stoppuhr seine Steigges
hwindigkeit und die zugehörige Span-

nung. Ans
hlieÿend wird seine Fallges
hwindigkeit im feldfreien Raum gemessen. Eine Person

sollte immer die Tröpf
hen im Auge behalten und die Stoppuhr bedienen, während die andere

Person die Spannungen einstellt.

4.5 Auswertung

Es sollen 20 Tröpf
hen beoba
htet und jeweils die Ladung und der Radius der Tröpf
hen

bestimmt werden. Für glei
h groÿe Tröpf
hen sind die Ladungen die glei
hen Vielfa
hen der

Elementarladung.

• Bestimmen Sie die Elementarladung.

• Wie groÿ ist die Abwei
hung zum Literaturwert? (elit = 1, 602 · 10−19 C, Diskrepanz)

• Wodur
h kommt diese Abwei
hung zustande?
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Wir wissen, dass die erre
hneten Ladungen jeweils ganzzahligen Vielfa
hen der Elementarla-

dung entspre
hen. In einem Diagramm, in dem man die Ladung der Tröpf
hen na
h 4.2.6

einzeln aufträgt �nden si
h Häufungslinien. Das ist beispielhaft in Abbildung 4.5.1 zu sehen.

Abbildung 4.5.1: Häufungslinien

Nun bestimmt man die Funktionen der einzelnen Häufungslinien; hierfür überlege dir sowohl

eine analytis
he als au
h eine gra�s
he Methode. Wel
he wirst du anwenden? Ans
hlieÿend

bestimmt man die Abstände der bena
hbarten Geraden. Mit dem gewi
hteten Mittel kann

man nun die Elementarladung bestimmen. sij sei der Abstand zweier bena
hbarten Geraden

i und j.

〈e〉 =
∑

ωijsij
∑

ωij
(4.5.1)

σ〈e〉 =
√

1
∑

ωij
(4.5.2)

mit ωij =
1

σsij
2 .
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5 Bestimmung der spezi�s
hen Ladung

des Elektrons

5.1 Einführung

In diesem Versu
h soll die spezi�s
he Ladung des Elektrons, das Verhältnis seiner Ladung e
zu seiner Masse m, mit Hilfe eines Helmholtzspulenpaars ermittelt werden.

5.2 Physikalis
he Grundlagen

5.2.1 Bewegte Ladungen im Magnetfeld

Bewegt si
h ein Ladungsträger im Magnetfeld, so wirkt auf ihn die Lorentzkraft

~FL = q · ~v × ~B. (5.2.1)

Hierbei bezei
hnet q die elektris
he Ladung und ~v die Ges
hwindigkeit des Ladungsträgers,

~B ist die Magnetfeldstärke.

Ein Helmholtzspulenpaar erzeugt mittig ein homogenes Magnetfeld. Erfolgt die Bewegung

eines Elektrons senkre
ht zum homogenen magnetis
hen Feld (Abb. 5.2.1), so wirkt auf das

Elektron eine konstante Kraft FL von

FL = e · v · B (5.2.2)

wobei

~FL⊥~v und

~FL⊥ ~B ist.

Das Elektron bewegt si
h dann auf einer Kreisbahn mit dem Radius r. Die Lorentzkraft

agiert in diesem Fall als Zentrifugalkraft FZ . Es gilt also

e · v · B =
mv2

r
. (5.2.3)

Dur
h Umstellen erhält man

e

m
=

v

B · r . (5.2.4)

In diesem Versu
h wird das Elektron dur
h eine elektris
he Spannung U bes
hleunigt und

besitzt somit eine kinetis
he Energie

1
2mv2 = eU . Stellt man diese Glei
hung na
h der

Ges
hwindigkeit v um und setzt sie dann in Glei
hung 5.2.4 ein, so ergibt si
h s
hlieÿli
h für

die spezi�s
he Ladung

e
m des Elektrons

e

m
=

2U

(B · r)2 . (5.2.5)
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Abbildung 5.2.1: Elektronenbahn in einem Magnetfeld B senkre
ht zur Zei
henebene.

5.2.2 Erzeugung eines homogenen Magnetfeldes dur
h ein

Helmholtzspulenpaar

Abbildung 5.2.2: Helmholtzspulenpaar.

Ein Helmholtzspulenpaar besteht aus zwei Spulen der Windungszahl n im Abstand R zuein-

ander.

Die magnetis
he Feldstärke B im Mittelpunkt einer einzigen Spule lässt si
h mit Hilfe der
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magnetis
hen Feldkonstante µ0, der Windungszahl n, der Stromstärke I und des Radius dur
h

B =
1

2
µ0

nI

R
(5.2.6)

bere
hnen.

Die Länge L der Spule sollte klein gegenüber dem Radius R sein.

Ein Helmholtzspulenpaar erzeugt ein homogenes Feld indem man zwei dieser Spulen par-

allel bezügli
h ihrer Symmetrie-A
hse so aufstellt, dass si
h ihre Mittelpunkte im Abstand des

Radius R be�nden. Werden diese Spulen nun in glei
her Ri
htung vom Strom I dur
h�ossen,

so ergibt si
h im Inneren des Spulensystems ein homogenes Feld der Stärke

B =

(
4

5

) 3
2

µ0
nI

R
. (5.2.7)

5.3 Versu
hsaufbau

Abbildung 5.3.1: S
hematis
her Aufbau des Fadenstrahlrohrs: 1 - Halterung mit Span-

nungsversorgung, 2 - Elektronenquelle, 3 - Elektronenstrahl, 4 - Strahl-

rohr, 5 - Radius-Markierung.

Im Inneren des Helmholtzspulenpaars be�ndet si
h eine Fadenstrahlröhre (Abb. 5.3.1), die

mit Edelgas gefüllt ist. Eine Glühkathode dient als Elektronenquelle. Dort werden die frei-

gesetzten Elektronen dur
h die Spannung U zur Anode hin bes
hleunigt. Dur
h ein kleines
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Lo
h gelangen die Elektronen in die Fadenstrahlröhre und werden auf eine Kreisbahn gezwun-

gen. An einer Spannungsquelle kann die Bes
hleunigungsspannung der Elektronen und damit

ihre kinetis
he Energie variiert werden. Ebenso kann der Helmholtz-Spulenstrom verändert

werden. Innerhalb der Fadenstrahlröhre be�nden si
h Markierungen, an denen der Radius der

Elektronenbahn abgelesen werden kann.

Einige Elektronen aus dem Strahl stoÿen auf ihrem Weg mit Gasmolekülen zusammen, regen

diese dadur
h zum Leu
hten an (Stoÿionisation), dadur
h wird der Elektronenstrahl si
htbar.

Der Fadenstrahl ist gerade, wenn keinerlei Kräfte auf die Elektronen wirken.

5.4 Versu
hsdur
hführung

5.4.1 Messung der Magnetfeldstärke

Abbildung 5.4.1: Vers
haltung des Helmholtzspulenpaars, 1 und 2 sind die Ans
hlüsse

der Spulen.

Zu Kalibrierungszwe
ken ist die Funktion B = f(I) für ein Paar Helmholtzspulen zu be-

stimmen. Dazu wird das homogene Magnetfeld mit einer Hall-Sonde im inneren Berei
h des

Spulenpaars gemessen (B[mT] = 1, 044 ·U [mV], wobei U die von der Hall-Sonde gemessene

Spannung ist). Es soll das Feld der magnetis
hen Induktion für I = 0, 0A bis 3, 0A in 0, 1A
S
hritten gemessen werden.

Die Messung mit der Hall-Sonde soll nur unter Anleitung des Versu
hsbetreuers vorgenommen

werden! Die Messung kann au
h repräsentativ für alle dur
hgeführt werden.

5.4.2 Bestimmung des Kreisbahnradius

Ans
hlieÿend wird in dem homogenen Magnetfeld ein Elektronenstrahl erzeugt, wel
her auf

eine Kreisbahn gezwungen wird. Der Radius dieser Kreisbahn r ist eine Funktion der magne-
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Abbildung 5.4.2: Vers
haltung des Fadenstrahlrohrs

tis
hen Flussdi
hte, also des Spulenstroms I, und der Bes
hleunigungsspannung UA (Abb.

5.4.2).

• Variieren Sie zunä
hst die Anodenspannung (Bes
hleunigunsspannung) UA von 100V

bis 190V in 10V S
hritten und dann von 190V bis 250V in 20V S
hritten. Messen Sie

bei jedem S
hritt den Strom I für die vers
hiedenen Radien r.

• Variieren Sie nun den Spulenstrom (und somit die Magnetfeldstärke) I von 1, 0A bis

1, 6A in 0, 1A S
hritten und von 1, 6A bis 2, 0A in 0, 2A S
hritten. Messen Sie bei

jedem S
hritt die Spannung UA für die vers
hiedenen Radien r.

Der freie Parameter ist jeweils so einzustellen, dass ein s
harf gebündelter Elektronenstrahl

si
htbar und der Kreisdur
hmesser an der Markierung gut abzulesen ist.

5.5 Auswertung

5.5.1 Aufgaben zur Vorbereitung

1. Bere
hnen Sie vorbereitend die Dimension von

e
m

2. Wieso ist der Elektronenstrahl si
htbar?

3. Wie können q und m separat gemessen werden?

4. Wie misst man q und m bei Protonen, Myonen, Pionen, et
.?

5. Wel
he naheliegende physikalis
he Überlegung führt zu der S
hlussfolgerung: Ladung

des Elektrons = Ladung des Protons?
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6. Wie groÿ ist die relativistis
he Massenzunahme eines Elektrons na
h Dur
hlaufen einer

Bes
hleunigungsspannung von 200V ?

5.5.2 Bestimmung der Magnetfeldstärke

Zunä
hst muss die Funktion B = f(I) bestimmt werden. Dazu trägt man die gemessene

Magnetfeldstärke B gegen die Stromstärke I auf. Man bestimme daraus die Steigung C und

das Parameter B0 der Regressionsgerade; gemäÿ Glei
hung 5.2.7 gilt

B(I) = C · I +B0

wobei C =
(
4
5

) 3
2 µ0

n
R ist.

Die gemessene Kurve ist mit dem zuvor zu bere
hnenden theoretis
hen Verlauf (Gl. 5.2.7) zu

verglei
hen.

5.5.3 Bere
hnung der spezi�s
hen Ladung

Stellt man Glei
hung 5.2.5 um, so erhält man

U =
e

m
· 1
2
(B · r)2 = e

m
· 1
2
(C · I · r)2.

Trägt man nun die Spannung U gegen

1
2(C · I · r)2 auf, so erhält man mit der Steigung die

spezi�s
he Ladung des Elektrons.

Geben Sie mögli
he Ursa
hen und Gröÿenordnungen der Messfehler an, und bere
hnen Sie

den gesamten Messfehler na
h dem Fehlerfortp�anzungsgesetz.
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6 Polarisation

6.1 Einführung

Li
ht ist eine transversale elektromagnetis
he Welle und kann somit in einer bestimmten Po-

larisationsri
htung auftreten. Vers
hiedene Formen der Polarisation werden in diesem Versu
h

mittels Polarisations�ltern hergestellt und untersu
ht. Auÿerdem wird das Li
htre�exionsver-

halten an einer Glasplatte in Abhängigkeit vom Einfallswinkel und der Polarisationsri
htung

vermessen.

6.2 Physikalis
he Grundlagen

6.2.1 Elektromagnetis
he Wellen

Das si
htbare Li
ht besteht aus transversalen elektromagnetis
hen Wellen, bei denen der

elektris
he und magnetis
he Feldvektor immer senkre
ht auf der Ausbreitungsri
htung der

Welle stehen. Da beide Feldvektoren ebenfalls senkre
ht aufeinander stehen und in fester

zeitli
her Beziehung sind, rei
ht eine Betra
htung des elektris
hen Feldvektors aus.

Eine allgemeine Lösung der Maxwell-Glei
hungen im ladungsfreien Raum stellen die ebenen

Wellen dar. Das elektris
he Feld ist dann von der Form:

~E(~x, t) = ~E0 · ei(ωt−
~k·~x)

(6.2.1)

Dabei ist

~k der Wellenvektor mit |~k| = 2π
λ , ω = 2π c

λ , c die Li
htges
hwindigkeit und λ
die Wellenlänge. Es ist bei der Behandlung von Wellen einfa
her, mit komplexen Zahlen zu

re
hnen. Das physikalis
he

~E-Feld ist daher immer als der Realteil der obigen Glei
hung

gemeint.

Abbildung 6.2.1: Ausbreitung einer elektromagnetis
hen Welle in z-Ri
htung
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Die Tatsa
he, dass die Welle dur
h die Ri
htung der Amplitude

~E0 des elektris
hen Feldes

eine ausgezei
hnete Ri
htung besitzt, bezei
hnet man als Polarisation. Aus den Maxwell-

Glei
hungen kann man lei
ht zeigen, dass

~E0 · ~k = 0 gelten muss, also die Welle tatsä
hli
h

transversal ist. Die mögli
hen Polarisationsri
htungen stehen daher immer senkre
ht zu Aus-

breitungsri
htung der Welle, die in den folgenden Beispielen als die z-Ri
htung gewählt ist.

Dann muss

~E0 in der x-y-Ebene liegen.
Die Intensität I des Li
htes ist die Energie, die die Welle pro Zeit und Flä
he transportiert,

bzw. im Teil
henbild des Li
hts die Anzahl der Photonen, die diese Flä
he pro Zeit tre�en.

Sie ist proportional zum Quadrat der Amplitude | ~E0| der elektris
hen Feldstärke:

I ∼ | ~E0|2 (6.2.2)

6.2.2 Arten von Polarisation

Im folgenden werden vers
hiedene Arten von polarisiertem Li
ht für eine in z-Ri
htung lau-

fende, ebene Welle

~E(z, t) bespro
hen:

Lineare Polarisation

Bei linearer Polarisation ist

~E0 zeitli
h konstant, daher s
hwingt

~E(z, t) in einer Ebene. (Für

die in Abb. 6.2.1 gezeigte Welle ist dies z.B. die x-z-Ebene.) Ist diese Ebene um den Winkel

φ zur x-A
hse geneigt, so lässt si
h die Welle in zwei Komponenten zerlegen, nämli
h die

Projektionen auf die x- bzw. y-A
hse, d.h. ~E(z, t) = ~Ex(z, t) + ~Ey(z, t). Der elektris
he
Feldvektor in x-y-Ebene ist dann gegeben dur
h:

~E(z, t) =

(
E0 cosφ · eiωt
E0 sinφ · eiωt

)

(6.2.3)

~E lässt si
h somit au�assen als Überlagerung zweier S
hwingungen vers
hiedener Amplituden

aber glei
her Frequenz und glei
her Phase.

Elliptis
he Polarisation

Elliptis
he Polarisation liegt vor, wenn die beiden Komponenten

~Ex(z, t) und

~Ey(z, t) eine

konstante zeitli
he Phasendi�erenz δ aufweisen:

~E(z, t) =

(
E0,x · eiωt

E0,y · ei(ωt+δ)

)

(6.2.4)

Man kann zeigen, dass die Superposition der x- und der y- Komponente dazu führt, dass der

Vektor

~E(z, t) auf einer Ellipse umläuft. Dies gilt au
h, wenn die E0,x und E0,y glei
h sind.
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Zirkulare Polarisation

Dies ist ein Spezialfall der elliptis
hen Polarisation, bei der die Amplituden beider Wellen glei
h

sind und die Phasendi�erenz gerade

π
2 ist. Hierbei dreht si
h der Feldvektor kreisförmig um

die Ausbreitungsri
htung. Au
h bei einer Phasendi�erenz von −π
2 liegt zirkulare Polarisation

vor, nur dreht si
h der Feldvektor dann im anderen Umlaufsinn.

Li
ht mit statistis
h verteilter Polarisation

Das Li
ht, das im Alltag auftritt, z.B. von einer Glühbirne, besteht aus vielen kurzen Wellen-

zügen, von denen jeder in eine zufällige Ri
htung linear polarisiert ist. Da alle Polarisations-

ri
htungen glei
h wahrs
heinli
h sind, ist keine Ri
htung in der Welle ausgezei
hnet. Sol
hes

Li
ht kann man als unpolarisiert bezei
hnen.

Mit vers
hiedenen Methoden kann man aus diesem Li
ht aber polarisiertes Li
ht herstellen.

Dies soll im nä
hsten Abs
hnitt genauer bespro
hen werden.

6.2.3 Erzeugung von polarisiertem Li
ht

Polarisations�lter

Polarisationsfolien (au
h Polaroid�lter genannt) bestehen aus Kunststo�en, in denen si
h

bestimmte, groÿe und lange Moleküle be�nden, die alle parallel in eine bestimmte Ri
htung

ausgeri
htet sind. Dies sorgt dafür, dass in diese Ri
htung polarisiertes Li
ht stark absorbiert

wird und im wesentli
hen nur no
h die andere Polarisationskomponente übrig bleibt. Diesen

E�ekt bezei
hnet man als Di
hroismus.

Mit einem sol
hen Filter kann man linear polarisiertes Li
ht aus natürli
hem, unpolarisiertem

erzeugen.

Re�exion und Brewster-Winkel

Tri�t ein Li
htstrahl auf eine Glasplatte unter dem Einfallswinkel α zu ihrer Flä
hennormale,

so wird ein Teil des Strahls unter dem glei
hen Winkel α als Ausfallswinkel re�ektiert. Der

restli
he Teil wird dur
h die Platte transmittiert und na
h dem Snelliuss
hen Bre
hungsgesetz

unter dem Winkel β mit

nGlas sin β = nLuft sinα

gebro
hen. In diesem Versu
h ist nGlas = 1, 52 und nLuft ≃ 1.
Man stellt nun fest, dass unters
hiedli
he Anteile des Li
htes gebro
hen bzw. re�ektiert wer-

den. Wie groÿ diese Anteile sind, hängt vom Einfallswinkel α und insbesondere au
h von der

Polarisationsri
htung des einfallenden Strahls ab.

Bevor die dies bes
hreibenden Gesetze angegeben werden, müssen no
h einige Bezei
hnungen

de�niert werden: Dur
h den ein- und ausfallenden Strahl wird eine Ebene aufgespannt, die

so genannte Einfallsebene. Man betra
htet nun den Amplitudenvektor

~E0 des elektris
hen

Feldes der Li
htstrahlen und teilt ihn in eine Komponente E‖ parallel und E⊥ senkre
ht zur

Einfallsebene auf. Auÿerdem wird für den einfallenden Strahl die Bezei
hnung Ee, für den

re�ektierten Er und für den gebro
henen Eg benutzt. Das Verhältnis der beiden Bre
hzahlen
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wird als nrel =
nGlas
nLuft

bezei
hnet.

Aus den Maxwellglei
hungen in Materie kann man die Stärke von E‖ und E⊥ na
h Bre
hung

bzw. Beugung bere
hnen. Dies sind die Fresnels
hen Formeln:

ρ⊥ =
Er⊥
Ee⊥

=

(√

n2
rel − sin2 α− cosα

)2

n2
rel − 1

(6.2.5)

σ⊥ =
Eg⊥
Ee⊥

=
2cosα

(√

n2
rel − sin2 α− cosα

)

n2
rel − 1

(6.2.6)

ρ‖ =
Er‖
Ee‖

=
n2
rel cosα−

√

n2
rel − sin2 α

n2
rel cosα+

√

n2
rel − sin2 α

(6.2.7)

σ‖ =
Eg‖
Ee‖

=
2nrel cosα

n2
rel cosα+

√

n2
rel − sin2 α

(6.2.8)

(6.2.9)

Die oben de�nierten Re�exionskoe�zienten ρ⊥ und ρ‖ geben das Verhältnis der elektris
hen

Feldstärke von aus- und einfallendem re�ektiertem Strahl an. (σ⊥ und σ‖ entspre
hend für den
gebro
henen.) Da für die Intensität I des Li
hts I ∼ |E|2 gilt, erhält man den Re�exionsgrad

R⊥/‖ =
Ir⊥/‖
Ie⊥/‖

=

(
Er⊥/‖
Ee⊥/‖

)2

(6.2.10)

Die Kurve für den Re�exionskoe�zienten ρ‖ bei Polarisation parallel zur Einfallsebene hat eine
Nullstelle bei αB = arctan(nrel) ≃ 56, 8◦ (bei Glas), dem so genannten Brewster-Winkel, bei

dem re�ektierter und gebro
hener Strahl senkre
ht aufeinander stehen. Unter diesem Winkel

wird Li
ht dieser Polarisation vollständig gebro
hen und kein Anteil re�ektiert.

Abbildung 6.2.2: Re�exion und Bre
hung von (a) senkre
ht und (b) parallel polarisiertem

Li
ht unter dem Brewster-Winkel αB

50



λ
4 -Plätt
hen

Elliptis
h polarisiertes Li
ht wird aus linear polarisiertem dur
h ein so genanntes

λ
4 -Plätt
hen

erzeugt. In diesem Plätt
hen hat das Li
ht eine von der Polarisationsri
htung abhängige Ge-

s
hwindigkeit. Die Ri
htungen mit Maximalwert cmax und Minimalwert cmin der Ges
hwin-

digkeit stehen senkre
ht aufeinander. Dur
hläuft linear polarisiertes Li
ht das Plätt
hen, so

benötigt die in cmax-Ri
htung polarisierte Komponente weniger Zeit, um es zu dur
hqueren,

als die in cmin. Das Plätt
hen ist gerade so di
k, dass Li
ht einer bestimmten, vorgegebenen

Wellenlänge λ na
h dem Dur
hlaufen eine Phasendi�erenz von π/2 im Verglei
h zur anderen

erhalten hat (diese entspri
ht gerade einem Viertel der Wellenlänge).

Abbildung 6.2.3:

λ
4 -Plätt
hen (das in diesem Versu
h verwendete besteht aus Glimmer)

6.2.4 Photomultiplier

Der Sekundärelektronen-Vervielfa
her oder Photomultiplier ist im Prinzip eine Photozelle, in

der Li
ht dur
h den Photoe�ekt freie Elektronen erzeugt. Diese gelangen jedo
h ni
ht auf

direktem Wege zur Anode, sondern werden dur
h elektris
he Felder gegen Parallelelektro-

den, die Dynoden, gelenkt. Dabei entstehen Sekundärelektronen, die dann auf der nä
hsten

Dynode die Zahl der Ladungsträger weiter erhöhen usw. Aus einem Photoelektron, wel
hes
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die Photokathode verlässt, werden so 105 . . . 109 Elektronen an der Anode. Es wird damit

Strom erzeugt, der proportional zur Intensität des einfallenden Li
hts ist. Die Verstärkung

rei
ht aus, um au
h no
h kleinste Li
htmengen messen zu können.

Abbildung 6.2.4: Prinzipskizze eines Photomultipliers. Das Li
ht erzeugt Elektronen, die

dur
h eine Spannungsdi�erenz zu den Dynoden Di bes
hleunigt werden

und dort in einer Kaskade jeweils immer mehr Elektronen herauss
hla-

gen. Hier ist das Dur
hlaufen der Kaskade bis zur vierten Dynode D4

gezeigt. Am Ende tre�en die vervielfa
hten Elektronen auf die Anode

und erzeugen so einen verstärkten Strom.

6.3 Versu
hsaufbau

Man verwendet einen Versu
hstis
h, an dem zwei um die senkre
hte Zentrumsa
hse des Ti-

s
hes drehbare Fernrohre angebra
ht sind (siehe Abb. 6.3.1). Diese Fernrohre können für den

ersten Versu
hsteil in genau gegenüberliegenden Positionen eingerastet werden und für den

zweiten Versu
hsteil in einen beliebigen, an einer Skala ablesbaren Winkel zueinander gebra
ht

werden. An ihren dem Tis
h zugewandten Enden be�nden si
h die drehbaren, ebenfalls mit

einer Winkelskala versehenen Polarisations�lter. Der an der Li
htquelle be�ndli
he wird Pola-

risator genannt, der am Empfängerrohr Analysator.

Am anderen Ende des einen Fernrohres be�ndet si
h die Li
htquelle, deren Li
ht dadur
h zu

einem parallelen Strahl gebündelt wird und dur
h den Polarisator läuft. Das andere Fernrohr

bündelt das hinter dem Analysator empfangene Li
ht wieder und ist mit einem Photomulti-

plier ausgerüstet, um dessen Intensität zu messen.

Vor dem Analysator kann s
hlieÿli
h no
h ein grüner Farb�lter zur Erzeugung einfarbigen

Li
hts aufgesetzt werden und es steht ein

λ
4 -Plätt
hen und eine Glasplatte zur Verfügung, die

in der Mitte des Tis
hes befestigt werden können.
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Abbildung 6.3.1: S
hematis
her Aufbau der Messanordnung

6.4 Versu
hsdur
hführung

6.4.1 Versu
hsvorbereitung

Das Li
ht wird in diesem Versu
h dur
h eine Leu
htdiode erzeugt, die in einem Gehäuse mit

dem Beleu
htungsfernrohr verbunden ist. Die Beleu
htungsstärke kann dur
h ein Potentio-

meter geregelt werden.

Der Photomultiplier wird mit einer Ho
hspannung (HV für �high voltage�) betrieben und er-

zeugt einen s
hwa
hen Strom, der proportional zur Li
htintensität ist. Dieser darf auf keinen

Fall 1mA übersteigen, da sonst der Photomultiplier bes
hädigt wird.

Nehmen Sie, um dies zu gewährleisten, die Versu
hsanordnung in folgender Reihenfolge in

Betrieb:

• Stellen Sie Beleu
htungs- und Empfängerrohr in die gegenüberliegende Position und

stellen Sie si
her, dass der Grün�lter abgenommen ist.

• S
hlieÿen Sie den Beleu
hter an sein Stromversorgungs-Netzteil an, aber s
halten Sie

ihn no
h ni
ht ein (d.h. der Regler ist auf 0 gestellt).
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• S
hlieÿen Sie den Photomultiplier an seine Ho
hspannungsversorgung an (Bu
hse �HV�).

(Die beiden Bu
hsen �Monitor� dienen nur zu Wartungszwe
ken und werden hier ni
ht

benötigt.) S
hlieÿen Sie ans
hlieÿend das Strommessgerät an den Photomultiplier an

und stellen es auf 1mA.

• S
halten Sie die Ho
hspannungsversorgung ein und stellen Sie den Regler auf 1000V.

• In diesem Versu
h ist stets der Ein�uss des Umgebungsli
hts von den erhaltenen Mess-

werten für den Photostrom abzuziehen. Messen Sie zuerst dessen Intensität bei no
h

ausges
halteter Lampe. Untersu
hen Sie au
h, ob das Aufsetzen des Grün�lters diesen

Wert verändert und nehmen Sie ihn dana
h wieder ab.

• Drehen Sie nun den Regler für die Beleu
htung ein wenig ho
h, damit ein s
hwa
hes

Li
ht erzeugt wird.

• Beoba
hten Sie den angezeigten Strom des Photomultipliers. Verdrehen Sie nun lang-

sam Polarisator und Analysator so lange, bis Sie die Einstellung gefunden haben, in der

der Strom maximal wird, also beide Polarisations�lter in die glei
he Polarisationsri
h-

tung eingestellt sind.

• Behalten Sie diese Einstellung bei und erhöhen Sie nun die Stärke der Beleu
htung auf

einen ausrei
hend hohen Wert, aber so, dass der Photostrom no
h genug von 1mA
entfernt ist (also z.B. bis zu 500µA).

• Setzen Sie s
hlieÿli
h no
h den Grün�lter auf den Analysator, damit Li
ht einer einheit-

li
hen Wellenlänge untersu
ht wird. (Dies ist vor allem für das

λ
4 -Plätt
hen wi
htig.)

Nun können Sie mit den Messaufgaben beginnen.

6.4.2 Messaufgabe 1: Linear polarisiertes Li
ht

Vom Polarisator wird linear polarisiertes Li
ht in einer bestimmten Ebene erzeugt. Ist die Ana-

lysatorri
htung um den relativen Winkel φ gegenüber dieser S
hwingungsri
htung gedreht, so

wird vom elektris
hen Feldvektor

~E nur die Projektion | ~E| cosφ vom Analysator dur
hgelas-

sen. (Hinter dem Analysator s
hwingt das Li
ht in der Polarisationsebene der Analysators).

Messen Sie nun den Strom des Photomultipliers in Abhängigkeit des Relativwinkels φ. Dabei
soll die Weite der Messs
hritte (z.B. 5◦) der Veränderung des gemessenen Stroms angepasst

werden. Sie brau
hen nur einen Winkelberei
h der Gröÿe 180◦ zu vermessen, da der andere

Berei
h dazu symmetris
h ist.

6.4.3 Messaufgabe 2: Elliptis
h polarisiertes Li
ht

Zur Herstellung von elliptis
h polarisiertem Li
ht stellen Sie das Dia mit dem

λ
4 -Plätt
hen

senkre
ht zum Strahlengang in die Mitte des Versu
hstis
hs. Je na
hdem, unter wel
her

Polarisationsri
htung das linear polarisierte Li
ht in Relation zu den A
hsen von cmin und cmax

auf das Plätt
hen tri�t, entstehen unters
hiedli
he Ausprägungen von elliptis
h polarisiertem
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Abbildung 6.4.1: Polarisator und Analysator.

Li
ht. (Siehe au
h Abb. 6.2.3)

Geben Sie an, wie die Ri
htungen dieser A
hsen zu erkennen sind und stellen Sie diese dur
h

Drehen der Polarisations�lter und Beoba
hten der erhaltenen Polarisation fest. Stellen Sie

elliptis
h polarisiertes Li
ht her, indem Sie

~E einmal unter 15◦ und einmal unter 30◦ zu einer

der c-A
hsen einfallen lassen. Messen Sie dann für diese beiden Fälle genau wie im vorherigen

Versu
hss
hritt die Li
htintensität für vers
hiedene Winkel φ des Analysators.

6.4.4 Messaufgabe 3: Messung der Re�exion an der Glasplatte

Zur Messung der Re�exion an der Glasplatte ist die Messanordnung wie in Abbildung 6.4.2

gezeigt umzustellen. Stellen Sie die Glasplatte in die Mitte und nehmen Sie den Grün�lter

vom Analysator ab. Die Polarisationsri
htung des Polarisators und des Analysators sind zuerst

senkre
ht zur Einfallsebene einzustellen.

Messen Sie den Photostrom I in Abhängigkeit vom Winkel α in 5◦-S
hritten und führen Sie

dann die glei
he Messung für parallel zur Einfallsebene polarisiertes Li
ht dur
h. Bei jedem

S
hritt müssen Sie Polarisator und Analysator so positionieren, dass Einfalls- und Ausfallswin-

kel glei
h sind. Stehen si
h die beiden Fernrohre bei α = 90◦ ohne Glass
heibe gegenüber, so
erhält man den Maximalwert Imax, der zur Intensität des einfallenden Li
htstrahls proportional

ist.
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Abbildung 6.4.2: Messanordnung für die Messung der Re�exion

6.5 Aufgaben zur Auswertung

6.5.1 Linear polarisiertes Li
ht

Hinweis zur Ergebnisdarstellung: ein Diagramm im Polarkoordinatensystem.

Die gemessenen Werte für den Strom I bei vers
hiedenen Winkeln φ sind proportional zur

Intensität des Li
hts. Der gröÿte erhaltene Wert für den Strom Imax stellt daher die maximale

Intensität dar.

Tragen Sie nun

√
I

Imax
auf polarem Millimeterpapier gegen φ auf. (Dies erhalten Sie vom

Praktikumsbetreuer oder Sie können es von der Vorlage aus Abb. 6.5.1 kopieren.) Da die

Intensität des Li
hts proportional zum Quadrat der Feldstärke ist, ergibt si
h damit wie oben

s
hon erwähnt ein Maÿ für die elektris
he Feldstärke

E
Emax

hinter dem Polarisator.

6.5.2 Elliptis
h polarisiertes Li
ht

Hinweis zur Ergebnisdarstellung: zwei Diagramme im Polarkoordinatensystem.

Tragen Sie au
h hier die gemessenen Werte für φ = 15◦ und φ = 30◦ jeweils auf polarem
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Millimeterpapier auf und diskutieren Sie kurz das Ergebnis der bisherigen Messungen.

6.5.3 Messung der Re�exion an der Glasplatte

Hinweis zur Ergebnisdarstellung: zwei Kurven in einem Diagramm im orthogonalen Koordina-

tensystem.

Der gemessene Strom I ist ein Maÿ für den Intensität des re�ektierten Li
hts. Tragen Sie

in einem Diagramm ρ⊥ und ρ‖ mit ρ⊥/‖ =

√
I⊥/‖

Imax⊥/‖
=

Er⊥/‖

Ee⊥/‖
gegen den Einfallswinkel α

auf. Zei
hnen Sie die theoretis
he Kurve ein und verglei
hen Sie sie mit den Messwerten.

6.6 Kontrollfragen zur Vorbereitung

1. Zeigen Sie, dass die Kurve | ~E(φ)| bei linearer Polarisation ein Kreis ist, wenn man sie

in Polarkoordinaten zei
hnet.

2. Re
hnen Sie die Glei
hung der Ellipse aus, auf der E bei elliptis
her Polarisation umläuft.

Warum erhalten Sie bei der Darstellung von E/Emax auf polarem Millimeterpapier keine

Ellipsen?

3. S
hätzen Sie die Zeitau�ösung der Messanordnung grob ab, indem Sie das Messinstru-

ment bei plötzli
hen Änderungen beoba
hten. Wie oft läuft

~E innerhalb dieser kürzes-

ten Messzeit auf einer Ellipse bzw. einem Kreis um? (Dies zeigt, dass die Drehung der

Polarisationsa
hse hier natürli
h unmögli
h direkt beoba
htet werden kann.)

4. Zeigen Sie dass ein

λ
4 -Plätt
hen folgende Di
ke d hat:

d =
λ

4
(

c
cmin

− c
cmax

) =
λ

4 (nmin − nmax)
(6.6.1)

5. Versu
hen Sie, den Strahlengang im Beleu
htungs- und im Beoba
htungsrohr zu zei
h-

nen und diskutieren Sie ihn. Warum brau
ht man zwei Linsen auf jeder Seite?
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Abbildung 6.5.1: Polardiagramm

58


