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Aufgabe 1.
Ein graphitüberzogener Tischtennisball der Masse 𝑚 = 2,5 g hängt an einem Faden der
Länge 𝑙 = 1,2 m. Er hat die Ladung 𝑞 = 1,3 ⋅ 10−8 C. In einem waagerecht verlaufenden
homogenen elektrischen Feld wird die Kugel um 𝛥𝑥 = 8 cm in horizontaler Richtung aus
der Ruhelage ausgelenkt.
Berechnen Sie den Betrag der Feldstärke 𝐸 des äußeren homogenen Feldes.

Lösung 1.
Betrachtet man die Kräfte, so kann man, wie in Abb. 1 zu sehen, die Kräfte skizzieren und
mit den geometrischen Formeln die Lösung ermitteln.
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Abbildung 1: Fadenpendel im elektrischen Feld

𝛥𝑥 = 𝑙 ⋅ sin(𝛼)

sin(𝛼) = 𝛥𝑥
𝑙

𝛼 = arcsin (𝛥𝑥
𝑙

)

tan(𝛼) =
𝐹𝑒𝑙
𝐹𝐺

= 𝑞 ⋅ 𝐸
𝑚 ⋅ 𝑔

⇒ 𝐸 =
𝑚 ⋅ 𝑔 tan(𝛼)

𝑞
=

𝑚 ⋅ 𝑔 ⋅ tan(arcsin(𝛥𝑥
𝑙

))
𝑞

𝐸 = 1,3 ⋅ 105 V
m

Aufgabe 2.
Auf einer nicht-leitfähigen Kugel mit Radius 𝑟0 sei die Ladung 𝑄 homogen verteilt. Bestimmen
Sie mithilfe des Gaußschen Satzes:

∮ ⃗𝐸 ⋅ 𝑑 ⃗𝐴 =
𝑄eingeschl.

𝜖0

das elektrische Feld

(a) außerhalb der Kugel

(b) innerhalb der Kugel

Tragen Sie anschließend den Betrag des elektrischen Feldes 𝐸 gegen den Radius 𝑟 auf
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Lösung 2.
In einer Kugel aus Metall ist die Ladung homogen verteilt. Aus Symmetriegründen hängt 𝐸
somit nur von 𝑟 und nicht etwa von den Azimut- und Polarwinkel 𝛩, 𝜙 ab.
(a) Als geschlossene Fläche für die Anwendung des Gaußschen Satzes wählen wir eine

Kugel mit Radius 𝑟 > 𝑟0. Da 𝐸 nur von 𝑟 abhängt und die Eingeschlossene Ladung die
Gesamtladung (𝑄𝑒𝑖𝑛𝑔𝑒𝑠𝑐ℎ𝑙 = 𝑄) ist, folgt:

∮ ⃗𝐸 ⋅ 𝑑 ⃗𝐴 = 𝐸(4𝜋𝑟2) = 𝑄
𝜖0

⇒ 𝐸(𝑟) = 𝑄
4𝜋𝜖0𝑟2 (𝑟 > 𝑟0)

Wobei (4𝜋𝑟2) die Oberfläche der Gauß-Kugel ist. Es fällt auf, dass das Feld außerhalb
der Kugel gleich dem einer Punktladung mit Ladung 𝑄 am Ort des Zentrums der Kugel
ist.

(b) Im inneren der Kugel wählen wir eine konzentrische Kugel mit Radius 𝑟 < 𝑟0. Aus
Gründen der Symmetrie verläuft auch hier das E-Feld radial, also senkrecht durch die
Kugeloberfläche. Somit erhalten wir:

∮ ⃗𝐸 ⋅ 𝑑 ⃗𝐴 = 𝐸(4𝜋𝑟2)

Die eingeschlossene Ladung ist nun ein Teil der Gesamtladung abhängig vom Radius.
Die Ladungsdichte 𝜌 beschreibt die Ladung pro Volumen. Bei einer homogen geladenen
Kugel ist die Ladungsdichte für die gesamte Kugel konstant. Der Anteil der Ladung von
der Gesamtladung 𝑄, der von einer Kugel mit Radius 𝑟 eingeschlossen ist, entspricht
somit dem Verhältnis des eingeschlossenen Volumens zum Gesamtvolumen (aber nur,
wenn die Ladungsdichte konstant ist !). Oder anders:

𝑄𝑒𝑖𝑛𝑔𝑒𝑠𝑐ℎ𝑙 = ⎛⎜
⎝

4
3
𝜋𝑟3𝜌

4
3
𝜋𝑟3

0𝜌
⎞⎟
⎠

𝑄 = 𝑟3

𝑟3
0

𝑄

In den Gaußschen Satz eingesetzt erhält man so für das E-Feld innerhalb der Kugel:

𝐸(4𝜋𝑟2) = 𝑟3

𝑟3
0

𝑄
𝜖0

⇒ 𝐸(𝑟) = 1
4𝜋𝜖0

𝑄
𝑟3

0
𝑟 (𝑟 < 𝑟0)

Das Feld wächst also bis 𝑟 = 𝑟0 linear an und fällt dann mit 1/𝑟2 ab.
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Aufgabe 3.
Gegeben sei das elektrische Feld ⃗𝐸:

⃗𝐸 = 𝑎𝑥 ⃗𝑒𝑥 + 𝑎𝑦 ⃗𝑒𝑦 + 𝑎𝑧 ⃗𝑒𝑧

und eine Kugel mit 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2. Verifizieren Sie den Gaußschen Satz, indem Sie beide
Seiten explizit ausrechnen:

∫
𝐴

⃗𝐸 ⋅ 𝑑 ⃗𝐴 = ∫
𝑉 (𝐴)

∇⃗ ⋅ ⃗𝐸𝑑𝑉

Dabei ist die Divergenz ∇⃗ ⋅ ⃗𝐸 = ∂𝐸𝑥
∂𝑥

+ ∂𝐸𝑦

∂𝑦
+ ∂𝐸𝑧

∂𝑧
.

Hinweis: Berechnen Sie das Flächenintegral in Kugelkoordinaten, dann zeigt das Flächenele-
ment 𝑑 ⃗𝐴 in Richtung des radialen Einheitsvektors.

Lösung 3.
Die Divergenz von 𝑉 ist:

∇⃗ ⋅ ⃗𝐸 =
∂𝐸𝑥
∂𝑥

+
∂𝐸𝑦

∂𝑦
+

∂𝐸𝑧
∂𝑧

= 𝑎 + 𝑎 + 𝑎 = 3𝑎

Damit wird die rechte Seite des Gaußschen Satzes zu:

∫
𝑉 (𝐴)

∇⃗ ⋅ ⃗𝐸𝑑𝑉 = 3𝑎 ∫
𝑟≤𝑅

𝑑3𝑟 = 3𝑎4𝜋
3

𝑅3 = 4𝜋𝑎𝑅3

Für das Flächenintegral auf der linken Seite ist es sinnvoll Kugelkoordinaten zu verwenden.
Dabei wird als einschließende Fläche die Kugeloberfläche mit (𝑟 = 𝑅) verwendet.

𝑑 ⃗𝐴 = 𝑅2𝑑 cos(𝛩)𝑑𝜙 ⃗𝑒𝑟

⃗𝑒𝑟 ⋅ ⃗𝐸 = ⎛⎜
⎝

sin(𝛩) cos(𝜙)
sin(𝛩) sin(𝜙)

cos(𝛩)
⎞⎟
⎠

⋅ ⎛⎜
⎝

𝑎𝑅 sin(𝛩) cos(𝜙)
𝑎𝑅 sin(𝛩) sin(𝜙)

𝑎𝑅 cos(𝛩)
⎞⎟
⎠

= 𝑅(𝑎 sin2(𝛩) cos2(𝜙) + 𝑎 sin2(𝛩) sin2(𝜙) + 𝑎 cos2(𝛩))
= 𝑅(𝑎 sin2(𝛩) ⋅ 1 + 𝑎 cos2(𝛩))
= 𝑅𝑎

In das Integral eingesetzt folgt damit:

∫
𝐴

⃗𝐸 ⋅ 𝑑 ⃗𝐴 = 𝑅2(𝑅𝑎) ∫
2𝜋

0
𝑑𝜙 ∫

1

−1
𝑑 cos(𝛩) = 𝑅2(𝑅𝑎)(1 − (−1)) ∫

2𝜋

0
𝑑𝜙 = 𝑅2(𝑅𝑎) ⋅ 2 ⋅ 2𝜋 = 4𝜋𝑎𝑅3

Damit ist die Gleichheit in diesem speziellen Fall gezeigt.
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